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Aufgabe 1

Gegeben:
2 3 -1 20
A= (6 -5 0 ) , b= (41)
2 -5 6 —15

LR-Zerlegung:

2 3 -1
A =1-6 -5 j (1)
2 -5
010 -6 =5 373
P = (1 0 0) AW = 3 -1 j+ (2)
001 -5 6 +
1 0 0 -6 -5 0
L® = 1y3 1 o), A =10 4 -1 (3)
Y3 0 1 0 -2 % j
10 0 —6 -5 0
P =10 0 1), A =10 -% % 1 (4)
010 0o 3 -1 1+
1 0 0 -6 -5 0
LW = 1 o), AV=10 -2 6| =R (5)
0 15 1 0 0 1
Es gilt nun:
p.=p®.pl) (6)
(1 0 0) (0 1 0)
={o o0 1|11 00 (7)
010 001
(0 1 0)
={0 01 (8)
100
LW.pB® .. pM) . A=pR (9)
L'=1®W. L, (10)
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— p® . @ . p® (12)
1 00
=[ys 1 0 (13)
/3 0 1
L=(LW.[)? (14)
1 0 0
==L 1 o0 (15)
_i -1
3 5

Uberpriifung mit Wolfram|Alphal.

Aufgabe 2

Zeige die Aussage fiir 2 x 2 Matrizen durch Gaufi-en mit Spaltenpivotwahl.

Losung
Behauptung:

Fiir alle tridiagonalen Matrizen gilt:
(i) Die Gaufk-Elimination erhélt die tridiagonale Struktur
(i) pp(A) = —Smax _ <9

max;,j |aij| —
Beweis:

Teil 1: (i)

Offensichtlich &ndert diese Operation nur Zeile 2. a9 wird zu 0, ago dndert sich irgendwie,
alles andere bleibt unveréndert. Die gesammte Matrix ist keine tridiagonale Matrix mehr,

n—1)x(n—1)

aber die um Submatrix in R( ist noch eine.

Muss man zuvor Zeile 1 und 2 tauschen (andere Zeilen kommen nicht in Frage), so ist
spater die Stelle ag; = 0, ase dndert sich wieder irgendwie und a9z &ndert sich auch. Dies
dandert aber nichts an der tridiagonalen Struktur der Submatrix.


http://www.wolframalpha.com/input/?i=%7B%7B1%2C+0%2C+0%7D%2C+%7B-1%2F3%2C+1%2C+0%7D%2C+%7B-1%2F3%2C+-1%2F5%2C+1%7D%7D*%7B%7B-6%2C-5%2C0%7D%2C%7B0%2C-20%2F3%2C6%7D%2C%7B0%2C0%2C1%2F5%7D%7D
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Teil 2: (ii) fiir A € R22  Sei (‘“1 “12> € R2X2 heliebig.
az; a2

O.B.d.A sei die Spaltenpivotwahl bereits durchgefiihrt, also |a11| > |a21].
Nun folgt:

ailr 412 J;ﬁl (17)
az1  G22 +

aiil a12
~ 0 asy — ai2-a21 (18)

ail

Wegen |ai1| > |azi] gilt:

aai
[—l <1 (19)
ail
Also insbesondere
a1
ag — aiz - — < 2-max|ag]| (20)
ail 2y
—_————

Samax

Damit ist Aussage (ii) fiir A € R?*? gezeigt.

Teil 3: (ii) fiir allgemeinen Fall Aus Teil 2 folgt die Aussage auch direkt fiir grofere
Matrizen. Der worst case ist, wenn man beim Addieren einer Zeile auf eine andere mit
max; j |a;;| multiplizieren muss um das erste nicht-0-Element der Zeile zu entfernen und
das zweite auch max; j|a;;| ist. Dann muss man aber im néchsten schritt mit einem
Faktor < % multiplizieren, erhélt also nicht einmal mehr 2 - max; ; |a;;].



Numerik Klausur 5 - Musterlosung Seite 4V0n@

Aufgabe 3

Teilaufgabe i

relativer Fehler:

‘ }—i—anpg ‘ ‘ x(l—l—eﬁ—z(;—&-aw) |
(14 +e
y |w’ y Yy |£‘y (21)
‘1’((51; €z) ’
1+ey)
R 22
Ey — €
= 23
- (23)
‘6y| + ‘81’ 2 €ps (24)
11+ eyl |1+ &y
A 2 - eps (25)

Der letzte Ausdruck ist ungeféhr gleich 2 - eps, da 1 + ¢, ungefahr gleich 1 ist.

Der relative Fehler kann sich also maximal verdoppeln.

Teilaufgabe ii

Die zweite Formel ist vorzuziehen, also f(z) = —In(x + V22 — 1), da es bei Subtraktion
zweier anndhernd gleich-grofser Zahlen zur Stellenausloschung kommt. Bei der ersten
Formel, also f(z) = In(x — Va2 — 1), tritt genau dieses Problem auf: z und v2? — 1 sind
fiir grofse x ungefihr gleich grof.

Bei der zweiten Formel tritt das Problem nicht auf: z ist positiv und v/a% — 1 auch, also
gibt es in dem Ausdruck keine Subtraktion zweier anndhernd gleich-grofier Zahlen.

Aufierdem &ndert sich In(z) stdrker, je ndher = bei 0 ist. Es ist also auch wegen der
Ungenauigkeit der Berechnung des In besser, weiter von 0 entfernt zu sein.
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Aufgabe 4

TODO
e Klausur 3, Aufgabe 3 ist dhnlich
e Klausur 4, Aufgabe 3 ist dhnlich
e Klausur 5, Aufgabe 4 ist dhnlich
e Klausur 6, Aufgabe 3 ist dhnlich

Aufgabe 5

Aufgabe
Bestimme alle Quadraturformeln mit s = 3 und Knoten 0 = ¢; < ¢, c3 und Ordnung
p =>4

Schreiben Sie ein Programm in Pseudocode, welches zu vorgegebenem co den Knoten c3
und die Gewichte b; moglichst effizient berechnet.

Wie viele symmetrische Quadraturformeln gibt es mit diesen Eigneschaften?

Losung
Da ¢; = 0 kann es keine Gauf-Quadraturformel sein. Daher kann die Ordnung nicht
2 - s = 6 sein. Interessant sind also
(A) Symmetrische Quadraturformeln der Ordnung 4
(B) Unsymmetrische Quadraturformeln der Ordnung 4
(C) Unsymmetrische Quadraturformeln der Ordnung 5
1

Die Simpson-Regel mit ¢; = 0,¢o = 5 und c3 = 1 mit by = b3 = % und by = % ist die

einzige symmetrische Quadraturformel in (A).

Fiir (B) miissen die Ordnungsbedingungen gelten:

1/1éb1—|—b2—|—b3 26
27
28

29

1/2 ; bg - Co + 6303

(26)
(27)
13 = by - 2 + by (28)
(29)

1/4 ; bg . Cg + bgcg
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Fiir (C) muss zusétzlich gelten:
15 = by - ¢4 + byl (30)

TODO: Und weiter?



