AT

Karlsruher Institut fiir Technologie

Graphentheorie |

Martin Thoma | 2. Juli 2013

INSTITUT FUR STOCHASTIK

S

KIT - Universitit des Landes Baden-Wiirttemberg und www.kit.edu
nationales F in der Helmholtz-Gemel



http://www.kit.edu

Inhalte ﬂ(“'

Karls

@ Grundlagen
@ Spezielle Graphen
@ Strukturen in Graphen

@ Konigsberger Briickenproblem

@ Ende

Grundlagen Spezielle Graphen Strukturen in Graphen Kénigsberger Briickenproblem Ende
00000 00000 0000000 000000000000 000

Martin Thoma — Graphentheorie | 2. Juli 2013 2/34



Graph

Karlruher Instiut fur Technologie

Graph

Ein Graph ist ein Tupel (E, K), wobei E # () die Eckenmenge und
K C E x E die Kantenmenge bezeichnet.
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Graph AT
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Graph

Ein Graph ist ein Tupel (E, K), wobei E # () die Eckenmenge und
K C FE x E die Kantenmenge bezeichnet.

I,
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Synonyme A
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Knoten < Ecken
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Isomorphe Graphen AT
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martin-thoma.de/uni/graph.html
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Aufgabe 1 A\ ¢

Karisruher nsttut i Technologie

Zeichnen Sie alle Graphen mit genau vier Ecken.
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Aufgabe 1

Zeichnen Sie alle Graphen mit genau vier Ecken.

[ ] [ ) o ———0 o —=0 ——0
[ ] [ ) [ ] [ [ [ ——0
® o ———0
[} [} *—0
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Inzidenz

Inzidenz

Seiec Eund k={ej,e2} € K.
e heiBt inzident zu k : < ¢ = ¢1 oder e = €3
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Inzidenz AT
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Inzidenz

Seiec Eund k={ej,e2} € K.
e heiBt inzident zu k : < ¢ = ¢1 oder e = €3

I
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Volistandige Graphen AT
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Vollstandiger Graph

Sei G = (E, K) ein Graph.
G heiBt vollstandig :&> K = Ex E\{ec E:{ee}}

Ein vollstandiger Graph mit n Ecken wird als K, bezeichnet.
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Vollstandige Graphen ﬂ("'
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Vollstandiger Graph

Sei G = (E, K) ein Graph.
G heiBt vollstandig :&> K = Ex E\{ec E:{ee}}

Ein vollstandiger Graph mit n Ecken wird als K, bezeichnet.
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Bipartiter Graph

Bipartiter Graph

Sei G = (E, K) ein Graph und A, B C E zwei disjunkte Eckenmengen
mit £\ A= B.

G heiBt bipartit

14 Vi—{e1,e0 }ek : (€1 € Aund eg € B) oder (e; € B und ez € A)
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Vollstandig bipartiter Graph (T

Karisruh

Institut fur Technologie

Vollstandig bipartiter Graph

Sei G = (E, K) ein bipartiter Graph und { A, B } bezeichne die
Bipartition.
G heiBt vollstandig bipartit :< A x B =K
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Volistandig bipartite Graphen AT

Karisruher nsttut 0 Technologie

Bezeichnung: Vollstandig bipartite Graphen mit der Bipartition { A, B }
bezeichnet man mit K45/
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Aufgabe 2 A\ ¢

Karisruher nsttut i Technologie

Wie viele Ecken und wie viele Kanten hat der K, ,,?
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Aufgabe 2

SIT

[

Karls

Wie viele Ecken und wie viele Kanten hat der K, ,,?

Ecken: m +n

Kanten: m - n
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Kantenzug, Lange eines Kantenzuges
und Verbindung von Ecken A“(IT

Kantenzug, Lange eines Kantenzuges und Verbindung von Ecken
Sei G = (E, K) ein Graph.
Dann heiBt eine Folge k1, ks, ..., ks von Kanten, zu denen es Ecken
€o, €1, €2, ..., €5 gibt, so dass

w k1 ={ep e}

w ko ={e1,e2}

a ks - {68—1768 }
gilt ein Kantenzug, der ¢y und es verbindet und s seine Lange.

. /
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Geschlossener Kantenzug AT

Karisruher Instt

Geschlossener Kantenzug
Sei G = (E, K) ein Graph und A = (e, e1,...,es) ein Kantenzug.
A heiBt geschlossen :< e, = ¢ .

2o Y

)
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Weg

Karlsruher Institut fur Technologie

Weg

Sei G = (E, K) ein Graph und A = (ki, ka2 ..., ks) ein Kantenzug.
A heiBt Weg = vi,jel,...,s 21 7&] = k; 75 k‘j .
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Weg AT

Karlsruher Instiut fur Technologie

Weg

Sei G = (E, K) ein Graph und A = (ki, ka2 ..., ks) ein Kantenzug.
A heiBt Weg = vi,jel,...,s 21 7&] = k; 75 k‘j .

Salopp

Ein Kantenzug, bei dem man keine Kante mehrfach ablauft, ist ein Weg.
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Weg

Karlsruher Instiut fur Technologie

Weg

Sei G = (E, K) ein Graph und A = (ki, ka2 ..., ks) ein Kantenzug.
A heiBt Weg = Vi,jel,...,s 21 7&] = k; 75 k‘j .

Salopp

Ein Kantenzug, bei dem man keine Kante mehrfach ablauft, ist ein Weg.

Achtung: Knoten diirfen mehrfach abgelaufen werden!
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Kreis

Karkruher Instiut fur Technologie

Sei G = (E, K) ein Graph und A = (ky, ka2 ..., ks) ein Kantenzug.
A heiBt Kreis :< A ist geschlossen und ein Weg.
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Kreis

Karlruher Instiut fur Technologie

Kreis
Sei G = (E, K) ein Graph und A = (ky, ka2 ..., ks) ein Kantenzug.
A heiBt Kreis :< A ist geschlossen und ein Weg.

Manchmal wird das auch ,einfacher Kreis" genannt.
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Kreis N

T

Karlruher Instiut fur Technologie

Kreis
Sei G = (E, K) ein Graph und A = (ky, ka2 ..., ks) ein Kantenzug.
A heiBt Kreis :< A ist geschlossen und ein Weg.

Manchmal wird das auch ,einfacher Kreis" genannt.
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Aufgabe 5

Karkruher Instiut fur Technologie

Wenn in einem Graphen G = (E, K) jede Ecke min. Grad 2 hat, dann
besitzt G einen Kreis einer Lange > 0.
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Aufgabe 5

Karkruher Instiut fur Technologie

Zeigen Sie:

Wenn in einem Graphen G = (E, K) jede Ecke min. Grad 2 hat, dann
besitzt G einen Kreis einer Lange > 0.

Sei eg € FE eine beliebige Ecke aus G. Da ep min. Grad 2 hat, gibt es
eine Kante ky.
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Aufgabe 5 (T

Karlsruher Instiut fur Technologie

Zeigen Sie:

Wenn in einem Graphen G = (E, K) jede Ecke min. Grad 2 hat, dann
besitzt G einen Kreis einer Lange > 0.

Sei eg € FE eine beliebige Ecke aus G. Da ep min. Grad 2 hat, gibt es
eine Kante ky.

Diese verbindet ey mit einer weiteren Ecke e, die wiederum min. Grad
2 hat usw.
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Aufgabe 5 (T

Karisruher nsttut 0 Technologie

Zeigen Sie:

Wenn in einem Graphen G = (E, K) jede Ecke min. Grad 2 hat, dann
besitzt G einen Kreis einer Lange > 0.

Sei eg € F eine beliebige Ecke aus G. Da ep min. Grad 2 hat, gibt es
eine Kante ky.

Diese verbindet ey mit einer weiteren Ecke e, die wiederum min. Grad
2 hat usw.

G hat endlich viele Ecken. Man erreicht also irgendwann eine Ecke ¢;,
die bereits als e; durchlaufen wurde. Die Ecken e;,...,e; = ¢; bilden
also eine Kreis
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Zusammenhangender Graph ﬂ(“'
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Zusammenhangender Graph

Sei G = (E, K) ein Graph.
G heit zusammenhangend < Vej,es € E : Es ex. ein Kantenzug,
der e; und es verbindet

57 XL
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Grad einer Ecke A“(IT

Grad einer Ecke

Der Grad einer Ecke ist die Anzahl der Kanten, die von dieser Ecke
ausgehen.

Isolierte Ecke

Hat eine Ecke den Grad 0, so nennt man ihn isoliert.

Nooe?|

s
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Konigsberg heute
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Konigsberger Briickenproblem
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KON GA S EMEA
L e >
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Ubersetzung in einen Graphen
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KON GA S EMEA
L e >
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Ubersetzung in einen Graphen AT
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Eulerscher Kreis ﬂ(“.

Eulerscher Kreis

Sei GG ein Graph und A ein Kreis in G.
A heiBt eulerscher Kreis (< V.cp: e € A.

Eulerscher Graph

Ein Graph heiBt eulersch, wenn er einen eulerschen Kreis enthilt.
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Eulerscher Kreis A\ ¢
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Eulerscher Kreis A\ ¢
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Eulerscher Kreis A\ ¢
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Eulerscher Kreis A\ ¢
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Eulerscher Kreis A\ ¢
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Eulerscher Kreis A\ ¢
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Eulerscher Kreis
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Eulerscher Kreis
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Eulerscher Kreis

Karkruher Instiut fur Technologie
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Eulerscher Kreis
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Eulerscher Kreis
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Satz von Euler

Karlsruher Instiut fur Technologie

Satz von Euler

Wenn ein Graph G eulersch ist, dann hat jede Ecke von G geraden Grad.
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Satz von Euler

Karksruner Instiut fur Technologie

Satz von Euler

Wenn ein Graph G eulersch ist, dann hat jede Ecke von G geraden Grad.

= Wenn G eine Ecke mit ungeraden Grad hat, ist G nicht eulersch.
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Satz von Euler

Karksruner Instiut fur Technologie

Satz von Euler
Wenn ein Graph G eulersch ist, dann hat jede Ecke von G geraden Grad.

= Wenn G eine Ecke mit ungeraden Grad hat, ist G nicht eulersch.

Grundlagen Spezielle Graphen Strukturen in Graphen Kénigsberger Briickenproblem Ende
00000 00000 0000000 000000800000 000

Martin Thoma — Graphentheorie | 2. Juli 2013 26/34



Beweis: Satz von Euler AT

Karisruher nsttut i Technologie

Beh.: G ist eulersch = Ve € E': Grad(e) =0 mod 2
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Beweis: Satz von Euler AT

Karisruher nsttut i Technologie

Beh.: G ist eulersch = Ve € E': Grad(e) =0 mod 2
Bew.: Eulerkreis geht durch jede Ecke e €
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Beweis: Satz von Euler AT

Karisruher Insttut i Technologie

Beh.: G ist eulersch = Ve € E': Grad(e) =0 mod 2
Bew.: Eulerkreis geht durch jede Ecke e € F,
also geht der Eulerkreis (eventuell mehrfach) in e hinein und hinaus
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Beweis: Satz von Euler AIT

instiut fur Technologie

Beh.: G ist eulersch = Ve € E': Grad(e) =0 mod 2

Bew.: Eulerkreis geht durch jede Ecke e € F,

also geht der Eulerkreis (eventuell mehrfach) in e hinein und hinaus
= Grad(e) =0 mod 2
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Umkehrung des Satzes von Euler
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Umkehrung des Satzes von Euler

Wenn in einem zusammenhangenden Graphen G jede Ecke geraden
Grad hat, dann ist G eulersch.
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Umkehrung des Satzes von Euler ﬂ(“‘
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Umkehrung des Satzes von Euler

Wenn in einem zusammenhangenden Graphen G jede Ecke geraden
Grad hat, dann ist G eulersch.

Beweis: Induktion tiber Anzahl m der Kanten
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Umkehrung des Satzes von Euler ﬂ(“‘

instiut fur Technologie

Umkehrung des Satzes von Euler

Wenn in einem zusammenhangenden Graphen G jede Ecke geraden
Grad hat, dann ist G eulersch.

Beweis: Induktion tiber Anzahl m der Kanten
ILA.: m = 0: G ist eulersch. v
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Umkehrung des Satzes von Euler ﬂ(“‘

instiut fur Technologie

Umkehrung des Satzes von Euler

Wenn in einem zusammenhangenden Graphen G jede Ecke geraden
Grad hat, dann ist G eulersch.

Beweis: Induktion tiber Anzahl m der Kanten
[.LA.: m = 0: G ist eulersch. v
m = 1: Es gibt keinen Graphen in dem jede Ecke geraden Grad hat. v
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Umkehrung des Satzes von Euler ﬂ(“‘

Umkehrung des Satzes von Euler

Wenn in einem zusammenhangenden Graphen G jede Ecke geraden
Grad hat, dann ist G eulersch.

Beweis: Induktion tiber Anzahl m der Kanten

LA.: m = 0: G ist eulersch. v/

m = 1: Es gibt keinen Graphen in dem jede Ecke geraden Grad hat. v
m = 2: Nur ein zus. Graph moglich. Dieser ist eulersch. v/
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Umkehrung des Satzes von Euler AT

Umkehrung des Satzes von Euler

Wenn in einem zusammenhangenden Graphen G jede Ecke geraden
Grad hat, dann ist G eulersch.

Beweis: Induktion tiber Anzahl m der Kanten

1LA.: m = 0: GG ist eulersch. v

m = 1: Es gibt keinen Graphen in dem jede Ecke geraden Grad hat. v/
m = 2: Nur ein zus. Graph moglich. Dieser ist eulersch. v/

1.V.: Sei m € Ny beliebig, aber fest und es gelte: Fiir alle
zusammenhangenden Graphen G mit héchstens m Kanten, bei denen
jede Ecke geraden Grad hat, ist G eulersch.
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Umkehrung des Satzes von Euler ﬂ("'

Umkehrung des Satzes von Euler

Wenn in einem zusammenhangenden Graphen G jede Ecke geraden
Grad hat, dann ist G eulersch.

Beweis: Induktion tiber Anzahl m der Kanten

1LA.: m = 0: GG ist eulersch. v

m = 1: Es gibt keinen Graphen in dem jede Ecke geraden Grad hat. v/
m = 2: Nur ein zus. Graph moglich. Dieser ist eulersch. v/

1.V.: Sei m € Ny beliebig, aber fest und es gelte: Fiir alle
zusammenhangenden Graphen G mit héchstens m Kanten, bei denen
jede Ecke geraden Grad hat, ist G eulersch.

I.S.: Jede Ecke von G hat min. Grad 2.
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Offene eulersche Linie AT

Karisruher nsttut 0 Technologie

Offene eulersche Linie

Sei G ein Graph und A ein Weg, der kein Kreis ist.

A heiBt offene eulersche Linie von G :< Jede Kante in G kommt
genau ein mal in A vor.

Ein Graph kann genau dann ,in einem Zug" gezeichnet werden, wenn er
eine offene eulersche Linie besitzt.

Grundlagen Spezielle Graphen Strukturen in Graphen Kénigsberger Briickenproblem Ende
00000 00000 0000000 000000000800 [e]e]e}

Martin Thoma — Graphentheorie | 2. Juli 2013 29/34



Offene eulersche Linie AT

Karkruher Institut fur Technologie

Satz 8.2.3

Sei G ein zusammenhangender Graph.
G hat eine offene eulersche Linie :< G hat genau zwei Ecken
ungeraden Grades.
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Offene eulersche Linie AT

Karisruher nsttut 0 Technologie

Satz 8.2.3

Sei G ein zusammenhangender Graph.
G hat eine offene eulersche Linie :< G hat genau zwei Ecken
ungeraden Grades.

Beweis ,, = “

Sei G = (E, K) ein zusammenhangender Graph und L = (e, ..., es)
eine offene eulersche Linie.
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Offene eulersche Linie AT

Karisruher nsttut i Technologie

Satz 8.2.3

Sei G ein zusammenhangender Graph.

G hat eine offene eulersche Linie :< G hat genau zwei Ecken
ungeraden Grades.

Beweis ,, = “

Sei G = (E, K) ein zusammenhangender Graph und L = (e, ...,es)
eine offene eulersche Linie. Sei G* = (E, K U { e, e }).
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Offene eulersche Linie ﬂ(“'

instiut fur Technologie

Satz 8.2.3

Sei G ein zusammenhangender Graph.

G hat eine offene eulersche Linie :< G hat genau zwei Ecken
ungeraden Grades.

Beweis ,, = “

Sei G = (E, K) ein zusammenhangender Graph und L = (e, ...,es)
eine offene eulersche Linie. Sei G* = (E, K U { es, ep }). Es gibt einen
Eulerkreis in G*
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Offene eulersche Linie ﬂ(“'

instiut fur Technologie

Satz 8.2.3

Sei G ein zusammenhangender Graph.
G hat eine offene eulersche Linie :< G hat genau zwei Ecken
ungeraden Grades.

Sei G = (E, K) ein zusammenhangender Graph und L = (e, ..., es)
eine offene eulersche Linie. Sei G* = (E, K U { es, ep }). Es gibt einen
Eulerkreis in G*

Satzvon Buler 1, G+ hat jede Ecke geraden Grad
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Offene eulersche Linie ﬂ(“'

instiut fur Technologie

Satz 8.2.3

Sei G ein zusammenhangender Graph.

G hat eine offene eulersche Linie :< G hat genau zwei Ecken
ungeraden Grades.

Beweis ,, = “

Sei G = (E, K) ein zusammenhangender Graph und L = (e, ..., es)
eine offene eulersche Linie. Sei G* = (E, K U { es, ep }). Es gibt einen
Eulerkreis in G*

Satzvon Buler 1, G+ hat jede Ecke geraden Grad

Der Grad von nur zwei Kanten wurde um jeweils 1 erhoht
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Offene eulersche Linie A“(IT

Satz 8.2.3

Sei G ein zusammenhangender Graph.

G hat eine offene eulersche Linie :< G hat genau zwei Ecken
ungeraden Grades.

Beweis ,, = “

Sei G = (E, K) ein zusammenhangender Graph und L = (e, ..., es)
eine offene eulersche Linie. Sei G* = (E, K U { es, ep }). Es gibt einen
Eulerkreis in G*

Satzvon Buler 1, G+ hat jede Ecke geraden Grad

Der Grad von nur zwei Kanten wurde um jeweils 1 erhoht

= in G haben genau 2 Ecken ungeraden Grad B
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Haus des Nikolaus A\ ¢
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Aufgabe 3 ﬂ(lT

Karis

Zeigen Sie: Ein Kreis ist genau dann bipartit, wenn er gerade Lange hat.
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