1 Fragen zu Definitionen

6.) Basisbeispiele

Wie ist es mit folgendem?

Sei (X, ¥) ein topologischer Raum mit X = {0,1,2 }und T ={0,{0},{0,1},X }
Dann ist S ={0,{0,1},{0,2} } eine Subbasis von T, da gilt:

oS

e {0}={0,1}n{0,2}
e {0,1} €S8

e X={0,1}uU{0,2}

Allerings ist S keine Basis von (X,%), da {0} nicht als Vereinigung von
Elementen aus S erzeugt werden kann.

9.) Mannigfaltigkeit mit Rand

Definition 1
Sei X ein topologischer Raum und n € N.

a) Eine n-dimensionale Karte auf X ist ein Paar (U, ¢), wobei U C X
offen und ¢ : U — V Homoomorphismus von U auf eine offene
Teilmenge V' C R™.

b) Ein n-dimensionaler Atlas A auf X ist eine Familie (U;, ¢;)icr von
Karten auf X, sodass (J;c; Ui = X.



¢) X heift (topologische) n-dimensionale Mannigfaltigkeit, wenn X
hausdorffsch ist, eine abzéhlbare Basis der Topologie hat und ein
n-dimensionalen Atlas besitzt.

Definition 2
Sei X ein Hausdorffraum mit abzéhlbarer Basis der Topologie. X heifst n-
dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand, wenn es einen Atlas (U;, ;)
gibt, wobei U; C X; offen und ¢; ein Homéomorphismus auf eine offene
Teilmenge von

RYg:={(z1,...,2,) €R" | 2,, 20}

ist.

Laut https://de.wikipedia.org/wiki/Mannigfaltigkeit_mit_Rand:

»Eine Mannigfaltigkeit mit Rand ist mathematisches Objekt aus der Differen-
tialgeometrie. Es handelt sich hierbei nicht um einen Spezialfall einer Man-
nigfaltigkeit, sondern ganz im Gegenteil um eine Verallgemeinerung.*

Definition 3
Sei X eine Mannigfaltigkeit mit Atlas A und

RY g ={(z1,...,20) €ER" |21 >0}

X heift Mannigfaltigkeit mit Rand, wenn gilt:
Y(U,p) € A: p(U) CRY

11.) Produkttopologie

Definition 4
Seien X1, X5 topologische Rdume.
U C X1 x X2 sei offen, wenn es zu jedem x = (z1,x2) € U Umgebungen
U; um x; mit ¢ = 1,2 gibt, sodass Uy x Us C U gilt.

T={U C X1 x Xa| U offen } ist eine Topologie auf X; x Xs. Sie heift
Produkttopologie. B8 = {U; x Uy | U; offen in X;,i = 1,2} ist eine
Basis von ¥.


https://de.wikipedia.org/wiki/Mannigfaltigkeit_mit_Rand

15.) Existenz der Parallelen

Definition 5
§5) Parallelenaxiom: Fiir jedes ¢ € G und jedes P € X \ g gibt es
hochstens ein h € G mit h N g = (). h heikt Parallele zu g durch
P.

17.) Simpliziale Abbildungen

Wenn man Simpliziale Abbildungen wie folgt definiert

Definition 6
Seien K, L Simplizialkomplexe. Eine stetige Abbildung

foKl = L]
heifst simplizial, wenn fiir jedes A € K gilt:
a) f(A)elL
b) fla : A — f(A) ist eine affine Abbildung.

18.) UB 1, Aufgabe 2

Vor.: Es sei (X, d) ein metrischer Raum, A C X. Weiter bezeichne ¥ die von
d auf X erzeugte Topologie T, die von der auf A X A eingeschrankten Metrik
d|axa erzeugte Topologie.

Beh.: Die Topologie ¥ und ¥|4 (Spurtopologie) stimmen iiberein.



Bew.:
7a‘z|A - ‘ZI“:

SeiU eX|pa={VNA|VeT}

Dann ex. also V € T mit U =V N A.

Seixz e U.

Da V € %, ex. nach Bemerkung 3 ein r > 0 mit

Br(z) ={yeX|dz,y)<r}CV
{yeA|dz,y) <r}CVNA=U

also ist U offen bzgl. d|ax4.

Da z € U beliebig gewahlt war gilt: T|4 C ¥’

19.) Topologische Gruppe und stetige
Gruppenoperation

Definition 7
Sei G eine Mannigfaltigkeit und (G, o) eine Gruppe.

a) G heifst topologische Gruppe, wenn die Abbildungen o : GXxG —
G und ¢ : G — G definiert durch

goh:=g-hund ((g) ::g_1

stetig sind.

b) Ist G eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, so heifst G Lie-Gruppe,
wenn (G, o) und (G,:) differenzierbar sind.

Definition 8
Sei G eine Gruppe, X ein topologischer Raum und o : G x X — X eine
Gruppenoperation.

a) G operiert durch Homdomorphismen, wenn fiir jedes g € G
die Abbildung
myg: X - X, x—gox

ein Hom6omorphismus ist.



b) Ist G eine topologische Gruppe, so heift die Gruppenoperation o

stetig, wenn o : G x X — X stetig ist.

20.) Hyperbolische Metrik und Geraden

Definition 9
Sei

H::{zEC|%(z)>O}:{(x,y)€R2‘y>0}
die obere Halbebene bzw. Poincaré-Halbebene und G = G1 U Go mit

Gi={g CH|ImeRreRg:gi={z€l:|z-—m|=r}}
Go={gpCH|IxeR:gg={zeH: R(z)==2}}

Die Elemente von H heiften hyperbolische Geraden.

Definition 10
Fiir 21,20 € H sei g, ., die eindeutige hyperbolische Gerade durch z;
und zp und ay, ag die ,Schnittpunkte* von g, ., mit RU{ oo }.

Dann sei d(z1, 22) = %ln|DV(a1,Z4,a2,z2)\ und heiffe hyperbolische
Metrik.

vgl. Beweis von Bemerkung 68 b)

21.) Defintion Normalenvektor

Definition 11
Sei 7 : I — R? eine durch Bogenlinge parametrisierte Kurve.



a) Fiir t € I sei n(t) Normalenvektor an « in ¢, d. h.

(n(),7' () =0, [n@®) =1
und det((y1(t), n(t))) = +1.

b) Nach ?? sind n(t) und +”(¢) linear abhéngig, d. h. es gibt x(t) € R
mit
Y'(t) = K(t) - n(t)

k(t) heifst Kriimmung von + in ¢.

22.) MF-Beispiel

P*R) = (R*1\ {0})/~ = S/~ und P"*(C) sind Mannigfaltigkeiten der
Dimension n bzw. 2n, da gilt:

SeiU; :={(xp: - :x,) € P*"(R)|x; 20} Vi €0,...,n. Dann ist P*"(R) =
Ui~ U; und die Abbildung

UZ'—>R”
(zg: - :xy) — (@,...,sz,...,w—")
(oo ryimr Lyt yn) 4 (U, Un)

ist bijektiv.

Die U; mit ¢ = 0,...,n bilden einen n-dimensionalen Atlas:
z=(1:0:0) € Uy — R? x +— (0,0)
y=(0:1:1) € Uy — R? y > (0,1)

Umgebung: B1(0,1) = { (1:u:v) | |[(w,0)|| <1} =W
Umgebung: B1(0,1) - { (w:z:1) |w?+22 <1} =V

VinVy =07



(a:b:c)eVinNVy
= Widerspruch

23) Hyperbolische Geraden erfiillen 3.ii

Bemerkung 1 (Eigenschaften der hyperbolischen Geraden)
Die hyperbolischen Geraden erfiillen das Anordnungsaxiom 3 ii

Beweis: Sei g € G; U Gs eine hyperbolische Gerade.

Falll: g={ze€H|z—m|=r} e G,
Dann gilt:

H={zeH|z-—m|<r}U{zeH||z—m|<r}

=:H; (Kreisinneres) =:Hy (Kreisduferes)

Da r > 0 ist Hq nicht leer, da r € R ist Hy nicht leer.

Zu zeigen: VA € H;, B € H; mit 4,5 € { 1,2} gilt: ABNg# 0 < i#j
,<=" Da dy stetig ist, folgt diese Richtung direkt. Alle Punkte in H;
haben einen Abstand von m der kleiner ist als » und alle Punkte in Ho
haben einen Abstand von m der grofser ist als 7. Da man jede Strecke von
A nach B insbesondere auch als stetige Abbildung f : R — R+ auffassen
kann, greift der Zwischenwertsatz = AB N g # ()

.
= -

Fall2: g={zeH|Rz=2} € G2
Die disjunkte Zerlegung ist:
H={zeH|R(z) <z}U{zeH|R() >z}

v~ v~

=:H, (Links) =:H (Rechts)

Zu zeigen: VA € H;, B € H; mit 4,5 € { 1,2} gilt: ABNg# 0 < i#j
»<="1 Wie zuvor mit dem Zwischenwertsatz.

.
=



24) Tangentialebene

Erinnerung Sie sich an ??  regulére Flache".

Aquivalent dazu ist: S ist lokal von der Form
V(f)={zeR®| f(x)=0}

fiir eine C'"*°-Funktion f: R* — R.

RC



