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Vorwort

Uber dieses Skriptum

Dies ist ein erweiterter Mitschrieb der Vorlesung ,,Analysis II“ von Herrn Schmoeger im Sommer-
semester 2005 (bis einschliefslich §14) und im Sommersemester 2010 (ab §15) an der Universitét
Karlsruhe (KIT). Die Mitschriebe der Vorlesung werden mit ausdriicklicher Genehmigung von
Herrn Schmoeger hier verdffentlicht, Herr Schmoeger ist fiir den Inhalt nicht verantwortlich.

Wer

Gestartet wurde das Projekt von Joachim Breitner. Beteiligt am Mitschrieb (von 2005) sind
aufer Joachim noch Pascal Maillard, Wenzel Jakob und andere. Beteiligt am Mitschrieb (von
2010) sind Rebecca Schwerdt, Philipp Ost und Manuel Kaiser.

Im September 2012 wurde das Skript mit der Revisionsnummer 7255 von mitschriebwiki auf
GitHub hochgeladen.

Wo

Alle Kapitel inklusive INTEX-Quellen kénnen unter mitschriebwiki.nomeata.de abgerufen wer-
den. Dort ist ein Wiki eingerichtet und von Joachim Breitner um die INTEX-Funktionen erweitert.
Das heifst, jeder kann Fehler nachbessern und sich an der Entwicklung beteiligen. Auf Wunsch
ist auch ein Zugang iiber Subversion moglich.

Oder man geht auf github, erstellt einen Fork und kann direkt Anderungen umsetzen.


http://svn.nomeata.de/wsvn/mitschriebwiki/SS10/Ana2Bachelor.tex?op=log&
https://github.com/MartinThoma/LaTeX-examples/blob/master/documents/Analysis%20II
http://mitschriebwiki.nomeata.de
https://github.com/MartinThoma/LaTeX-examples/blob/master/documents/Analysis%20II/

1. Der Raum R"

Sein € N. R" = {(z1,...,2n) : 21,...,2, € R} ist mit der iiblichen Addition und Skalarmulti-
plikation ein reeller Vektorraum.
e1 :=(1,0,...,0), ea:=(0,1,0,...,0), ..., ey :=(0,...,0,1) € R™.

Definition
Seien © = (l’l,..-,xn)ay = (yla" . 7yTL) eR"

(1) z-y:=ay:=x1y1 + - - - + Ty, heilst das Skalar- oder Innenprodukt von z und y.
2) ||z|]| = (= - az)% =¥+ + x%)% heifst die Norm oder Linge von z.
(3) ||z — yl|| heifst der Abstand von z und y.

Beispiele:
M) el =1G=1....n)

2) n=3:](1,2,3)] = (1+4+9)2 =14
Beachte:

(1) z-yeR

@) flz|? =22

Satz 1.1 (Rechenregeln zur Norm)

Seien z,y,z € R", a, € R, x = (z1,...,2n), Y= (Y1,---,Yn)
1) (ax+By)-z=a(z-2)+B(y-2), z(ay + Bz) = a(zy) + B(zz)
2) lz|| > 0;|jz]| =0 <= =0

3

lez|| = [afllz|
5) Il +yll <zl +llyll

6

(1)
(2)
(3)
(4) |z - y| < ||lz[lly|] Cauchy-Schwarzsche Ungleichung (CSU)
(5)
(©) [llzll = llylll < ll= =yl

(7)

) Jajl < 2l <ol + o] + .o+ fza] (G=1,...,n)

Beweis
(1) , (2), (3) nachrechnen.



1. Der Raum R"

(6) Ubung.
(4) OB.dA:y #0also |ly| >0.a:=a-2=|z|>), b:=2y, c:=|y|? =y -y, a:=
2
g. 0 % >l — ay;)? = Z?zl(xf —2axjy; + 042y32) =a—2ab+a’c=a— 2%()—1— lc%c =
a—-% = 0<ac—10? = b <ac = (ay)® < ||=|?||y|>

C

—
W~
=

e
5) [le+yl? = (@+y)(@+y) = z-z+2ey+y-y = ||zl +2zy+[yl]* < [z +2fzy|+[|yl* <

112 + 2l 1yl + v 11> = (=]l + [ly[)*.

(7) |z;]? = :c? <a?+...+22 =|z]|> = 1. Ungleichung; x = z1e1+...+1pe, = |||

(5)
lx1er + ... + xzpen|| < Jlzrer||+ ... 4 [|[znenl| = 21| + - .- + |20] n
Seien p, q,l € N. Es sei A eine reelle pxg-Matrix.

1
o117 v qlq 2

P
A= Al = Zza?k Norm von A

Qpl Qpq J

Sei B eine reelle g«l-Matrix (=> AB existiert). Ubung: |AB| < ||A|||B]|

z1
Sei x = (z1,...,24) € RY. Az := A | 1 | (Matrix-Vektorprodukt).
Lq
Es folgt:
[ Az]] < [|A]l[]]]
Definition

Sei 7o € R™, § > 0, A, U C R™.

(1) Us(zg) :={x € R" : || — || < 6} heift 6-Umgebung von xy oder offene Kugel um z
mit Radius 4.
(2) U ist eine Umgebung von xg : <= 3§ > 0: Us(zp) C U.

(3) A heifst beschrénkt : <= 3¢ > 0: ||a|| < ¢Va € A.

(4) zo € A heit ein innerer Punkt von A : <= 36 > 0: Us(xg) C A.
A°:={z € A: x ist innerer Punkt von A} heifst das Innere von A. Klar: A° C A.

(5) A heifit offen : <= A = A°. Zur Ubung: A° ist offen.

Beispiele:
(1) offene Kugeln sind offen, R™ ist offen, ) ist offen.

(2) A={z e R": ||z — x| <0}, A° = Us(zo)
(3) n=2: A= {(x1,22) ER" : 3y =23}, A°=10)

Definition
A CR"™

(1) 2o € R™ heift ein Hiufungspunkt (HP) von A : <= V§ > 0: (Us(zo)\{z0}) N A # 0.
H(A) = {z € R" : z ist Haufungspunkt von A}.



1. Der Raum R"

(2) zy € R™ heikt ein Bertihrungspunkt (BP) von A : <= V§ > 0 : Us(xzo) N A # 0.
A:={z € R": x ist ein Beriihrungspunkt von A} heikt der Abschluss von A.
Klar: A C A. Zur Ubung: A = AU F#(A).

(3) A heifit abgeschlossen : <= A = A. Zur Ubung: A ist abgeschlossen.

(4) zy € R™ heifst ein Randpunkt von A : <= V0 > 0 : Us(xzg) N A # 0 und Us(xp) N
(R™\A) # 0. 0A := {x € R™ : z ist ein Randpunkt von A} heift der Rand von A. Zur
Ubung: 0A = A\ A°.

Beispiele:
(1) R™ ist abgeschlossen, ) ist abgeschlossen;
A =Us(zo) = {z € R" : ||z — 20| < 6} (abgeschlossene Kugel um zy mit Radius §)

(2) OUs(xzg) ={zx € R™: ||z — xo|| = 6} = OUs(x0)
(3) A= {(x1,22) ER%;20 =22}, A=A =0A

Satz 1.2 (Offene und abgeschlossene Mengen)

(1) Sei A C R™. A ist abgeschlossen : <= R™\A ist offen.
(2) Die Vereinigung offener Mengen ist offen.
(3) Der Durchschnitt abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.
(
(

4

)
)
) Sind Ay, ..., A, CR" offen = (;_; A; ist offen
)

5) Sind A4,...,A, C R" abgeschlossen — U?zl Aj ist abgeschlossen

Beispiel
(n=1). Ay := (0,1 +1) (t > 0). Jedes A; ist offen. o, Ar = (0, 1] ist nicht offen.

Beweis
(1) , = “ Sei xp € R"\A. Annahme: V6 > 0 : Us(zo) € R"™\A = V6 > 0: Us(xo) N A #

) = zp€ A vor. A, Widerspruch

, <= “ Annahme: C A = Jz9 € A : 19 ¢ A; also 79 € R"\A. Voraussetzung
= 36> 0:Us(rg) CR™NA = Us(zo)NA=0 = 29 ¢ A, Widerspruch!

(2) Sei (Ax)xenr eine Familie offener Mengen und V' := (Jycps Ax. Sei 20 € V. = ) €
M :xg € A)\O. A>\0 offen — 36 > 0: Ug(.’L‘o) - A)\o cVv

(3) folgt aus (1) und (2) (Komplemente!)

(4) D:=(jL, Aj. Seizg € D.Vj € {1,...,m}: 2 € Aj, also eixistiert §; > 0: Us(wo) C A;.
0 :=min{dj,...,0m} = Us(xg) C D

(5) folgt aus (1) und (4) -



2. Konvergenz im R”

Sei (a®) eine Folge in R™, also (a®)) = (a,a®,...) mit a® = (agk),...a,(f)) € R™. Die
Begriffe Teilfolge und Umordnung definiert man wie in Analysis I. (a()) heit beschriinkt
te= 3c>0:|a®|| <cVkeN.

Definition (Grenzwert und Beschrénktheit)

(a'®) heikt konvergent : <= Ja € R" : |[a® —a| - 0 (k — o0) (<= Fa € R" : Ve >
03ko € N : [[a®) — a|| < & Vk > ko). In diesem Fall heift a der Grenzwert (GW) oder Limes
von (a®) und man schreibt: @ = limy_,c a® oder a® — a (k — o0)

Beispiel
(n = 2): a® = (%,1
1,1
2

1% @)l = (5= + 51)

1
%2

+ %) (Erinnerung: X konvergiert gegen 0); a := (0,1); |a®) — a| =
-0 = a® - (0,1)

Satz 2.1 (Konvergenz)
Sei (a(®)) eine Folge in R™.
(1) Sei al®) = (agk), . ,a%k)) und a = (aq,...,a,) € R™. Dann:

(k)

a® = a (k= o0) <= a)” = a1,...,a = a, (k= )

(2) Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist eindeutig bestimmt.

(3) Ist (a®) konvergent = a(*) ist beschrénkt und jede Teilfolge und jede Umordnung
von (a*)) konvergiert gegen lim a(®.

(4) Sei (b®)) eine weitere Folge, a,b € R™ und o € R. Es gelte a®) — a, b*) — b Dann:
la®[| = a]
a® 4 b®) 04 b

oza(k) — aa

(5) Bolzano-Weierstraf: Ist (a(*)) beschrinkt, so enthilt (a(*)) eine konvergente Teil-
folge.

(6) Cauchy-Kriterium: (a®)) konvergent <= Ve > 0 Jko € N : [|a® — oW <
e Vk, 1> ko




2. Konvergenz im R"

Beweis
(1) L1(7) = |l — a5 < [a® —a < S, [0l — aj| = Behauptung.
2) und

(2)
(3) wie in Analysis .
(4)

4) folgt aus (1)

(5) Sei (a®) beschriinkt. O.B.d.A: n = 2. Also a®) = (agk),aék)) 1.1(7) = |agk)\, |a§k)| <
la®| VE e N = (agk),agk)) sind beschrankte Folgen in R. Analysis 1 =— (agk))
enthélt eine konvergente Teilfolge (agkj )). (agkj )) enthalt eine konvergente Teilfolge(aékjl)).
Analysis 1 — (agkj l)) ist konvergent % (a*2)) konvergiert.

(6) ,, = “:wiein Analysis 1., <= 1.1(7) = ]ag-k)—ag.l)] < la®—a®| (j=1,...,n) =
jede Folge (aék)) ist eine Cauchyfolge in R, also konvergent g (a®)) konvergiert. n

Satz 2.2 (Haufungswerte und konvergente Folgen)

Seit A CR"

(1) zg € #(A) <= FFolge (z*)) in A\ {zo} mit 2 — .
(2) g € A < I Folge () in A mit ) — z.
(3) A ist abgeschlossen <= der Grenzwert jeder konvergenten Folge in A gehort zu A.
(4) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) A ist beschriankt und abgeschlossen
(ii) Jede Folge in A enthélt eine konvergente Teilfolge, deren Grenzwert zu A gehort.
(iii) A ist kompakt
Beweis

(1) Wie in Analysis 1

(2) Fast wortlich wie bei (1)

(4) Wortlich wie in Analysis 1

(3) ,, = “ Sei (a®) eine konvergente Folge in A und z¢ := lim a(*) 2L 2o A2 A
,,<:“ZZ.ZZAQA.SeiI‘0€/_1(:2)>1'0€A.AISOZA:/_1. ™

Satz 2.3 (Uberdeckungen)
A C R" sei abgeschlossen und beschrankt




2. Konvergenz im R"

(

(2
(3

D Iste>0 = 3aM,....a™ cA: AgU @)y

) 3 abzithlbare Teilmenge B von A : B = A.
) Uberdeckungssatz von Heine-Borel: Ist (G))xeas cine Familie offener Mengen
m

mit A C U G, dann existieren A\1,..., A, € M : A C U Gy, -
AEM j=1

Beweis

(1)

Sei £ > 0. Annahme: Die Behauptung ist falsch. Sei alV) € A. Dann: A ¢ U.(aV)) =
3a® € A:a® ¢ U(aV) = [[a® —aD|| > . A € U(aW)UU(a?) =
30 € A [[a® —a®| > ¢, ||a® — aV|| > & etc.. Wir erhalten so eine Folge (a(*))
in A: la® —a®| > ¢ fir k # 1. 22(4) = (a®) enthilt eine konvergente Teilfolge

21(6) Jjo e N: ||a®) — a®)| < £ ¥j,1 > jo, Widerspruch!

Sei j € N. € := % (1) = 3 endl. Teilmenge B; von A mit (x) A C U Ui(x)
J
iEEBj

B = U Bj = B C A und B ist abzdhlbar. Dann: BCA vor. A. Noch zu zeigen:

JEN
C B. Sei 79 € A und § > 0: zu zeigen: Us(zo) N B # 0. Wihle j € N so, dass
—<5() = Jze€B;CB: zgelUi(z) = Hmo—xH<j<5 = 1z € Us(xg) =
J

WS U(;(xo) N B.

D>

Teil 1: Behauptung: 3e > 0 : Va € A I\ € M : U.(a) C G,. Beweis: Annahme: Die
Behauptung ist falsch. Vk € N 3a®) € A (**)U1 k))& Gy VYA€ M.22(4) = (a®)

enthilt eine konvergente Teilfolge (a(kj)) und xg := lim e A = INeEM:ae€
J]—00
Gyy; Gy, offen = 30 > 0: Us(xp) C G),. aki) = 1, (j >00) = ImpeN: a(mo) ¢
U5 (zo) und mo > 2. Sei z € U 1 1 (alm0)) = ||z — xo| = ||z — al™) 4+ a(m0) — z4|| <
||:17—am0 | 4 [|al™0) — | < m70+g < %—I—% =0 = x € Us(xg) = z € Gy,. Also:
U (al™)) C G, Widerspruch zu (xx)!
mo
Teil 2: Sei & > 0 wie in Teil 1. (1) = 3Ja®,...,al™ e A: A C U . Teil 1
= I EM:U.(aYV)CGy (j=1,....m) = AC|JG), -

10



3. Grenzwerte bei Funktionen, Stetigkeit

Vereinbarung: Stets in dem Paragraphen: Sei ) # D C R™ und f : D — R™ eine (vektorwertige)
Funktion. Fiir Punkte (z1,72) € R? schreiben wir auch (z,y). Fiir Punkte (z1,79,23) € R3
schreiben wir auch (z,y, z). Mit = (21,...,2,) € D hat f die Form f(x) = f(x1,...,2,) =
(filzr,.. o 2n), . oy fm(z1, ... 2y)), wobel f; : D =R (j =1,...,m). Kurz: f=(f1,...,fm).

Beispiele:
(1) n=2m=3. f(z,y) = (x+y,zy,ze"); fi(z,y) =z+y, foz,y) =2y, fs(z,y) = ze’.

(2) n=3m=1 f(r,y,2) =1+a*+y* + 2>

Definition
Sei zg € H(D).

(1) Seiyy € R™. ILm f(z) =yo: <= fiir jede Folge (M) in D \ {zo} mit 2*¥) — x4 gilt:
T—x0
f(z®) = yo. In diesem Fall schreibt man: f(z) — yo(z — z0).

(2) lim f(z) existiert : <= Jyo € R™: lim f(x) = yo.
T—T0 T—T0
Beispiele:
(1) f(z,y) = (z+ y,acy,xey);( %Hrt )f(ac,y) = (2,1,e), denn: ist ((zg,yn)) eine Folge mit
z,y)—(1,1
@ru) = (1L1) 2 o = Ly = 1 = ap 4y = 2,000, = Laogeht — e =3

(xka yk) - (23 L, 6)'

i, falls (2,y) # (0,0)
_ e+
@) Jlzy) = {o T falls (2.4) = (0,0)
1 (k= 0),(L 1) > (0,0), dh

) =2
lim  f(x,y) existiert nicht! Aber: lim (lim f(z,y)) = 0 = lim (lim f(z,v)).
(2,y)—(0,0) z—0 y—0 y—0 z—0

Satz 3.1 (Grenzwerte vektorwertiger Funktionen)
(1) Ist f = (f1,---, fm) und yo = (y1,...,ym) € R™, so gilt: f(z) = yo (z = z0)
fi@) = y; (@ = 20) G=1,....m)

(2) Die Aussagen des Satzes Ana I, 16.1 und die Aussagen (1) und (2) des Satzes Ana I,
16.2 gelten sinngeméaf fiir Funktionen von mehreren Variablen.

Beweis
(1) folgt aus 2.1

11



3. Grenzwerte bei Funktionen, Stetigkeit
(2) wie in Ana I n

Definition (Stetigkeit vektorwertiger Funktionen)

(1) Sei zp € D. f heifit stetig in o gdw. fiir jede Folge (z*)) in D mit (z®) — z¢ gilt:
f(z®)) = f(xo). Wie in Ana I: Ist zg € D N #(D), so gilt: f ist stetig in zg <=
Jim f(z) = f(zo).

(2) f heift auf D stetig gdw. f in jedem z € D stetig ist. In diesem Fall schreibt man:
feC(D,R™) (C(D) = C(D,R)).

(3) f heifst auf D gleichméflig (glm) stetig gdw. gilt:
Ve>030>0:|f(z)— f(y)|| <eVo,yeD:|z—y| <o

(4) f heift auf D Lipschitzstetig gdw. gilt:
AL > 0:[|f(z) = fWI < Lllz — yl| Vz,y € D.

Satz 3.2 (Stetigkeit vektorwertiger Funktionen)
(1) Sei zg € Dund f = (fi1,..., fm). Dann ist f stetig in ¢ gdw. alle f; stetig in x¢ sind.
Entsprechendes gilt fiir ,stetig auf D“, , glm stetig auf D, ,Lipschitzstetig auf D*.

(2) Die Aussagen des Satzes Ana I, 17.1 gelten sinngeméf fiir Funktionen von mehreren
Variablen.

(3) Sei zp € D. f ist stetig in z¢p gdw. zu jeder Umgebung V von f(zg) eine Umgebung
U von xg existiert mit f(UND) C V.

(4) Sei ) # E CR™, f(D) C E, g : E — RP eine Funktion, f stetig in 29 € D und g
stetig in f(xg). Dann ist g o f : D — RP stetig in xg.

Beweis

(1) folgt aus 2.1
(2) wie in Ana 1
(3) Ubung

(1)

wie in Ana 1 =

Beispiele: Ty
(1) flz,y) {

12



3. Grenzwerte bei Funktionen, Stetigkeit
Also gilt: |f(z,y)— f(0,0)| < [z V(z,y) € R? = f(z,y) = £(0,0) ((x,y) — (0,0)) =
f ist stetig in (0,0).

Sei ® € CY(R), ®(0) =0, ®'(0) =2 und a € R.

a x2 2
) (@) # (0,0)
: (z,y) = (0,0)

Fiir welche a € R ist f stetig in (0,0)7

f(xvy) = {

B[

Fall 1: a =0
f(z,y) =0V(x,y) € R2\{(0,0)} = f ist in (0,0) nicht stetig.
Fall 2: a # 0

ri=a?+y? (z,y) = (0,0) <= [[(z,9)]| =0 < r — 0, Sei (z,y) # (0,0). Dann gilt:

fla,y) = 200 = 2000 _ 2@)-00) *30 15/(0) = 2. Das heibt: f(z,y) —

T

2a ((x,y) — (0,0)).

Daher gilt: f ist stetig in (0,0) <= 2a = % <~ a= i.

Definition (Beschrinktheit einer Funktion)
f D — R™ heikt beschrénkt (auf D) gdw. f(D) beschrankt ist ( <= e > 0 : ||f(z)| <

cVx

€ D).

D

Satz 3.3 (Funktionen auf beschrinkten und abgeschlossenen Intervallen)

sei beschréankt und abgeschlossen und es sei f € C(D,R™).
f(D) ist beschrénkt und abgeschlossen.
f ist auf D gleichmékig stetig.

Ist f injektiv auf D, so gilt: f~1 € C(f(D),R").

Beweis
wie in Ana [ n

Satz 3.4 (Fortsetzungssatz von Tietze)
Sei D abgeschlossen und f € C(D,R™) = 3F € C(R",R™): F = f auf D.

13




3. Grenzwerte bei Funktionen, Stetigkeit

Satz 3.5 (Lineare Funktionen und Untervektorrdume von R"™)
(1) Ist f : R®™ — R™ und linear, so gilt: f ist Lipschitzstetig auf R", insbesondere gilt:
feCR"R™).

(2) Ist U ein Untervektorraum von R", so ist U abgeschlossen.

Beweis
(1) Aus der Linearen Algebra ist bekannt: Es gibt eine (m x n)-Matrix A mit f(x) = Az. Fir
z,y € R" gilt: |[f(2) — f(y)]| = [|Az — Ay[| = [[A(z = y)| < [[A]l - lz - y]]

(2) Aus der Linearen Algebra ist bekannt: Es gibt einen UVR V von R™ mit: R" = U & V.
Definiere P : R” — R" wie folgt: zu x € R" existieren eindeutig bestimmte v € U, v € V
mit: x = u+v; P(x) = u.

Nachrechnen: P ist linear.

P(R") = U (Kern P =V, P?2 = P). Sei (u®)) eine konvergente Folge in U und z¢ :=
limu®, z.2.: 29 € U.

Aus (1) folgt: P ist stetig = P(u®) - P(zg) = z¢ = limu® = lim P(u®)) =
P(.%'())EP(R”):U. n

Definition (Abstand eines Vektor zu einer Menge)
Sei ) #ACR", z € R" d(z,A) :=inf{||x — a|| : @ € A} heikt der Abstand von x und A.

Klar: d(a, A) = 0 Va € A.

Satz 3.6 (Eigenschaften des Abstands zwischen Vektor und Menge)
(1) ld(z, A) —d(y, A)| < ||z =yl Va,y € R™,

(2) d(z,A) =0 < =z € A.

Beweis
(1) Seien z,y € R". Sei a € A. d(z, A) < |z —al| = lz =y +y — a| <[z —yll + [y — all

= d(z, A) — |z -yl < [ly —al Va € A
= d(z, A) — ||z —yl| < d(y, A)
= d(x, A) —d(y, A) <[z -yl

Genauso: d(y, A) — d(x, A) < |ly —z[| = ||z —y|| = Beh.

(2) Der Beweis erfolgt duch Implikation in beiden Richtungen:

L= Seix c A 22 3 Folge (™) in 4 : a® — z :; d(a® A) — d(z,A) =

d(z,A) =

.= Seid(z,A)=0.Yke N3a® € A: [|a® —z| <} = a¥ > 2 22 2 e A n
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4. Partielle Ableitungen

Stets in diesem Paragraphen: ) # D C R"™ D sei offen und f : D — R eine reellwertige
Funktion. z¢ = (zvgo), . (0)) € D. Seije{l,...,n} (fest).

Die Gerade durch zp mit der Richtung e; ist gegeben durch folgende Menge: {z + te; : t € R}.
D offen = 36 > 0: Us(zo) C D. ||xo+te;—xo| = ||tej]| = [t| = xo+e; € D fiirt € (—0,9).
g(t) == f(xo +te;) (t € (=9,0)) Esist g(t) = f(xgo), ... ,xgg)l x(o) +t, x§+)1, . ,:cglo))

Definition
f heifit in xo partiell differenzierbar nach z; : <= es exisitert der Grenzwert

lim f(zo +tej) — f(xo)
t—0 t

und ist € R. In diesem Fall heiftt obiger Grenzwert die partielle Ableitung von f in xy nach
x; und man schreibt fiir diesen Grenzwert:

fu;(z0) oder gg{] (xo0)

Im Falle n = 2 oder n = 3 schreibt man f;, fy, f. bzw. %, %’ g—’;
Beispiele:
(1) f(z,y,2) = zy + 2% + Y5 fo(z,y,2) =Y + et = S(,y,2). f2(1,1,2) = 1+ ¢
fy(mvyvz) = x+ex+y' fz(l.ayv ) =2z = i(‘r Y,z )

2) f(z) = fla1,... 2n) = [zl = Voi + - + 23

; . — 1 Ty
Sei x # 0: f;(7) = N 205 = |$J”

. 0,..,0)— £(0,0,...,0 1, t>0 o . .
Sei z = 0: £ )tf( ):E:{_L 0 = fist in (0,...,0) nicht parti-
ell differenzierbar nach z;. Analog: f ist in (0,...,0) nicht partiell differenzierbar nach
T2y .y Ty

zy
(3) flary) = 4 2 (@Y 7 (0.0)
0, (z,y) = (0,0)

M =0—0(t—0) = fistin (0,0) partiell differenzierbar nach x und
f=(0, 0) = 0. Analog: f ist in (0,0) partiell differenzierbar nach y und f,(0,0) = 0. Aber:
f ist in (0,0) nicht stetig.

Definition
(1) f heikt in z¢ partiell differenzierbar : <= f ist in z( partiell differenzierbar nach allen
Variablen z1, ..., z,. In diesem Fall heifst grad f(z¢) := V f(z0) := (faoy (z0)s- -+ fa,, (T0))
der Gradient von f in xg.
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4. Partielle Ableitungen

(2) fist auf D partiell differenzierbar nach z; oder f;, ist auf D vorhanden : <= f ist in
jedem z € D partiell differenzierbar nach x;. In diesem Fall wird durch z + f; () eine
Funktion f,, : D — R definiert die partielle Ableitung von f auf D nach z;.

(3) f heift partiell differenzierbar auf D : <= f,,..., f;, sind auf D vorhanden.

(4) f heift auf D stetig partiell differenzierbar : <= f ist auf D partiell differenzierbar
und fu,,. .., fz, sind auf D stetig. In diesem Fall schreibt man f € C*(D,R).

Beispiele:
(1) Sei f wie in obigem Beispiel (3). f ist in (0,0) partiell differenzierbar und grad f(0,0) =
(0,0)
(2) Sei f wie in obigem Beispiel (2). f ist auf R™\{0} partiell differenzierbar und grad f(z) =
(”;67711”"_" HiZH) = HTICH"E (z #0)
Definition

Seien j,k € {1,...,n} und f;, sei auf D vorhanden. Ist f,, in z9 € D partiell differenzierbar
nach zy, so heifit
__f _
ijxk (1170) T a$]amk (SCO) T (ij)xk (IITO)

die partielle Ableitung zweiter Ordnung von f in xg nach z; und xj. Ist k = j, so schreibt
man:

0 f 0’ f

aTcg(x“) = 02;0; (o)

Entsprechend definiert man partielle Ableitungen héherer Ordnung (soweit vorhanden).
P f 9180 f

0x20y022’ 0x1dy

Schreibweisen: f;;,.. = vergleiche:

Beispiele:
(1) f(x,y) = a:y+y2, fx(w,y) =Y, fzz = O; fy =x+ 2y7 fyy = 2; fzy = 17 fy:p =1.

(2) f(xuyu Z) = $y+226$7 f:c =y+ Z2€xa fxy = 17 facyz =0. fz = QZezv fzy = 0> fzyx =0.

zy(a®—y?)
)= d T @) #(0,0)

Ubungsblatt: f.,(0,0), f,.(0,0) existieren, aber f.;(0,0) # f,.(0,0)

Definition
Sei m € N. f heifst auf D m-mal stetig partiell differenzierbar : <= alle partiellen Ablei-
tungen von f der Ordnung < m sind auf D vorhanden und auf D stetig. In diesem Fall schreibt

man: f € C™(D,R)

C°(D,R):=C(D,R), C™(D,R):= (| C*(D,R)
keNg

Satz 4.1 (Satz von Schwarz)
BEssei f € C?(D,R), 29 € D und j,k € {1,...,n}. Dann: fe;ar(20) = fapa; (T0)
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4. Partielle Ableitungen

Satz 4.2 (Folgerung)
Ist f € C™(D,R), so sind die partiellen Ableitungen von f der Ordnung < m unabhéngig
von der Reihenfolge der Differentation.

Beweis
O.B.d.A: n = 2 und z9p = (0,0). Zu zeigen: f,(0,0) = fy2(0,0). D offen = 36 > 0 :
Us(0,0) C D. Sei (z,y) € Us(0,0) und = # 0 # y.

V= f(xvy) - f(x,O) - (f(oay) - f(0,0)), gp(t) = f(t’y) - f(t,O)

fiir ¢ zwischen 0 und z. ¢ ist differenzierbar und ¢'(t) = f.(t,y) — f2(¢,0). p(z) — :

MWS, Analysis I = 3¢ = &(z,y) zwischen 0 und x: V = z¢/(€) = z(f2(&,y) — f2(&,0)).

g(s) = fu(& s) fir s zwischen 0 und y; g ist differenzierbar und ¢'(s) = fuy(§, s). Es ist
(&;m)-

2(9(y) — 9(0)) 2% 2yg/(n), 1 =n(x,y) zwischen 0 und y. —> V = 2y,

( =
f(z,t)— f(0,t), t zwischen 0 und y. Y (t) = fy(z,t)— fy(0,8). V. =1(y) —¢

(_) ). Analog
= 7j(z, ) und & = &(x, y), 7 zwischen 0 und y, € zwischen 0 und z. V = xyfym(g 7). (2)
Aus (1), (2) und @y # 0 folgt fuy(€.1) = fra(€.0)- (2,9) = (0,0) = & Em7 =0 £S5
f:L‘y(Ov = fy:t:(o 0) | |
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5. Differentiation

Vereinbarung: Stets in dem Paragraphen: ) # D C R™ D offen und f : D — R™ eine
Funktion, also f = (f1,..., fm)

Definition
(1) Sei k € N. f € CK(D,R™) : <= f; € CK(D,R) (j =1,...,m)

(2) Sei zg € D. f heifit partiell differenzierbar in xzy : <= jedes f; ist in xo partiell
differenzierbar. In diesem Fall heifst

oh L..oon

Of o Ofi-- i fm) Nz .(:co) 3%.(3:0)
Ox (@) := Ox1,...,2p) = Jp(20) = : :

) ’ %}(‘T’T(‘ro) e g-i:l (xo)

die Jacobi- oder Funktionalmatrix von f in z.
Beachte:
(1) J¢(xo) ist eine (m x n)-Matrix.
(2) Ist m =1 folgt Jy(xo) = grad f(zo).
Erinnerung: Sei I C R ein Intervall, ¢ : I — R eine Funktion, zg € I. ¢ ist in z( differenzierbar

A&I Ja € R: lim (@ + h) — (o) =qaqg <= JaeR:lim (20 + h) — p(wo) — ah

h—0 h h—0 h

=0 — HaER:}ll

Definition
(1) Sei zg € D. f heifst differenzierbar (db) in 2 : <= 3J(m x n)-Matrix A, sodass gilt:

lim f(zo + h) — f(xo) — Ah

fm T =0 (+)

(2) f heift differenzierbar auf D : <= f ist in jedem z € D differenzierbar.

Bemerkungen:
(1) f ist differenzierbar in 9 <= 3(m x n)-Matrix A:

lim f(x) = flxo) — Az — x0) _ 0

=0 [l = ol

(2) Ist m =1, so gilt: f ist differenzierbar in z

<= dJa e R": lim f(zo +h) — flxo) — ah =0 (%)
h—0 It
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5. Differentiation

(3) Aus 2.1 folgt: f ist differenzierbar in zp <= jedes f; ist differenzierbar in xy.

Satz 5.1 (Differenzierbarkeit und Stetigkeit)
f seiin zg € D differenzierbar

(1) fist in xo stetig

(2) f ist in zg partiell differenzierbar und die Matrix A in (%) ist eindeutig bestimmt:
A = J¢(zo). f'(z0) := A= Js(xo) (Ableitung von f in zo).

(3) Ist m =1, so ist f'(zg) = a (aus (xx)), also f'(zo) = grad(f(zo))

Beweis

Sei A wie in (%), A = (aji), o(h) = f(xﬁh)[hﬁ‘(mo)ﬂ%, also: o(h) — 0 (b — 0). Sei p =

(01,---y0m).- 21 = gj(h) =0 (h—=0) (j=1,...,m)

(1) flzo+h) = f(wo) + Ah + |lhlle(h) = f(zo) (h = 0)

300 =0 (h—0)

(2) Sei j € {1,...,m} und k € {1,...,n}. Zu zeigen: f; ist partiell differenzierbar und
%(l‘o) = Qjk- Qj(h) = m(fj(l'o—i-h) —fj($0) — ((ljl, ce ,ajn) h) —0 (h — 0). FirteR

oxy,
sei h = tey = o(h) = 1 (f(wo+tex) —ajt) — 0 (t—0) = |[otel=lool g, ]
0 (t = 0) = f;ist in x¢ partiell differenzierbar und STJZ(J:O) = aj. n
Beispiele:
(1)

—L | falls (z,y) # (0,0)
x,y) =R &F
J(@y) {O ’ , falls (z,y) = (0,0)

Bekannt: f ist in (0,0) nicht stetig, aber partiell differenzierbar und grad f(0,0) = (0,0)
5.1 = fist in (0,0) nicht differenzierbar.

(2)
. 1
(II,'2 + y2) Sin \/ﬁ y faHS (33, y) # (0’ O)
f(l" y) = | ——
beschrankt
0 , falls (x,y) = (0,0)
Fiir (5U y) # (0 0) : |f(1‘ y)\ = (;172 + y2) sin 1 < z2 4 y2 (:p,y)z(o,o) 0 = f
) ) 5 \/W <

ist in (0,0) stetig. ZEDOD — Li2gin 1 = ¢sindh — 0 (t - 0) = fist in (0,0)

partiell differenzierbar nach = und f;(0,0) = 0. Analog: f ist in (0,0) partiell differen-
zierbar nach y und £,(0,0) = 0. o(h) = o f(h) i he) L__(h? + h3)sin

TR V/h3+h3
1
VhE + h3 sinﬁ — 0 (h = 0) = [ ist differenzierbar in (0,0) und f/(0,0) =
1717
—— —

beschriankt

grad £(0,0) = (0,0)

1
hi+h3
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5. Differentiation

f(LU, y) =

Ubung: f ist in (0,0) stetig.
LEOZH00) 188 — g 51 (¢ — 0). LOOZIOD — g 0 (2 — 0).

— fist in (0,0) partiell db und grad f(0,0) = (1,0).

. h3

Fir h = (hlahQ) 75 (070) : p(h) = ﬁ(f(h)_f((L 0)_gradf(070)h) = m(fﬂ—&—h? _hl) =
1 —h1h2 . —hlh%

TR h2+h2 — (h2+h2)3/2

Fiir hy = hy > 0: p(h) = —24 . = — L — p(h) = 0 (h — 0) = f ist in (0,0)

(f)3h3 (V2)3
nicht db.

Satz 5.2 (Stetigkeit aller partiellen Ableitungen)
Sei g € D und alle partiellen Ableitungen % seien auf D vorhanden und in z( stetig
(j=1,....,m, k=1,...,n). Dann ist f in xo db.

Beweis
0.B.d.A: m =1 und zg = 0. Der Ubersicht wegen sei n = 2.

Fir h = (hl,hg) 75 (0,0) :

p(h) = ,;LH(f(h) ~ £(0,0) = (B £2(0,0) + haf, (0,0))

=grad f(0,0)-h

f(h) = £(0) = f(h1, ha) = f(0,0) = f(h1, ha) = f(0, h2) + f(0, ha) — f(0,0)

=:Aq =:Ayg

o(t) := f(t,h2), t zwischen 0 und hy = A; = ¢(h1) — ¢(0), ¢'(t) = fu(t, ha)

Aus dem Mittelwertsatz aus Analysis I folgt: 3¢ = £(h) mit 0 < £ < hy : Ay = hip(&) =
hlfx(§7 h?)
In =mn(h) zw. 0 und hy : Ay = hop(n) = ha fz(n, h2)
— plh) 1= il ful€ ha) = hofy(0,m) = (1 £(0,0) + haf, 0,0))
= TRl h(f (& h2) — f2(0,0), fy(0,m) — fy4(0,0)) = Th ||h v(h)

::;r(h)

CSU
= lp(h)| = mplh- o) < mplhlllo@)l = o)l

fa, fy sind stetig in (0,0) = v(h) -0 (h —-0) = p(h) =0 (h —0) n
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5. Differentiation

Folgerung 5.3
Ist f € CY(D,R™) = f ist auf D db.

Definition
Sei k € Nund f € C¥(D,R™). Dann heift f auf D k-mal stetig db.

2r 1 0

yz Tz TY

Beispiele:
(1) f(z,y,2) = (2* +y,2yz). Jp(z,y,2) = <

) — feCY(R3,R?)

23 [ ist auf R® db und f/(z,y,2) = J¢(z,y, 2) Y(2,y, 2) € R3.

(2) Sei f:R™ — R™ linear, es ex. also eine (m x n)-Matrix A : f(z) = Az (x € R™).

Fiir zg € R™ und h € R™\{0} gilt:
plh) = 7o (f (o + h) — f(0) — AR) = thr(f(0) + F(h) — F(zo) — F(R)) = 0.

Also: f ist auf R® db und f/(z) = A Vo € R™. Insbesondere ist f € C1(R",R™).
(2.1) n=m und f(z) =2 = Iz (I = (m x n)-Einheitsmatrix). Dann: f’(z) = I Vx € R".
(22) m=1: Ja€R": f(x) = ax (x € R") (Linearform). f'(z) = a Vz € R™.

3)

flz,y) = (x2+y2)sm\/x21Tyz , falls(z, y) # (0,0)
! , falls(z, y) = (0,0)

Bekannt: f ist in (0,0) db. Ubungsblatt: f,, f, sind in (0,0) nicht stetig.
(4) Sei I C R ein Intervall und g = (g1,.-.,9m) : L = R™; g1,...,9m : L = R.

gistinty € I db < gi,...,9m sind in tg € I db. In diesem Fall gilt: ¢'(tg) =
(91(t0); - - -, g (to))-

(4.1) m=2:g(t) = (cost,sint), t € [0,27]. ¢'(t) = (—sint, cost).

(4.2) Seien a,b € R™, g(t) =a+t(b—a), t €[0,1], ¢'(t) =b—a.

Satz 5.4 (Kettenregel)
fseiinxzg € Ddb, ) # E CR™, FE sei offen, f(D) C F und g : E — RP sei db in
Yo := f(x0). Dann ist go f : D — RP db in xp und

(go f)(z0) = g (f(x0)) - f'(x0) (Matrizenprodukt)

Beweis
A= f'(z0), B=g'(yo) =g'(f(x0)), h:=gof.

gy) =

_ —B(y—
) =g L) falls y € B\ {yo}
0 , falls y = yo
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5. Differentiation

gist dbin yg = g(y) = 0 (y — yo). Aus Satz 5.1 folgt, dass f stetig ist in x9 = f(z) —
f(@o) =yo (x = z0) = g(f(x)) = 0 (z — z0)

Esist g(y) — g(yo) = ly — vollg(y) = B(y — vo) Vy € E.

h(z) — h(ﬁ)—_xﬁf@ —T0) _ o _1$OH (9(f(2)) — g(f(z0)) — BA(x — z0))
- MW () = f(@0)[3(f(x)) + B(f(x) = f(w0)) — BA(x - x9))
= Wg(f(x)) +B<f(37) - f’(l’oz— 1’4(113 — a:o))
_l./%_/T X — X
=:D(z) £ db

— 0 (z—x0)

220 (z—x0)

Noch zu zeigen: D(z) bleibt in der ,N&he* von xy beschrinkt.
_ If (&) = (o) = Az — o) + Az — o) |

0<D(x)=
|z — o
~If(z) = f(xo) — A(z — o) || n | Az — xo)||
_ ' .
||~”U—l‘0|| HIL‘—ZUOH
50 (3—0) <[]

Wichtigster Fall ¢ = g(x1,...,z,,) recllwertig,

h(z) = h(xy,...,z5)

= g(fl(xlv-"7$n)7f2($1w~ . wrn)w . '7fm(3717‘ . ;xn))
= (go f)(z)

hay (@) = oy (F (@) G2 (2) + gy (f () G2 (@) + -+ + g (f () B2 ()

J
Beispiel
9=9(z,y,2), hz,y) = g(zy, x> + y,zsiny) = g(f(z,y)).

he(z,y) = 9o (f(z,9))y + 9y ([ (2,9))22 + g:(f (2, y)) siny.
hy(z,y) = g2 (f (2, 9))x + gy (f(z,9))1 + g:(f(2,y))x cos y.

Hilfssatz
Es sei A eine (m x n)-Matrix (reell), es sei B eine (n x m)-Matrix (reell) und es gelte

(i) BA = I(= (n x n)-Einheitsmatrix) und
(ii) AB = I(= (m x m)-Einheitsmatrix)
Dann: m = n.

Beweis

®(x) := Az(x € R™). Lin. Alg. = @ ist linear, & : R" — R™. B g st injektiv, also Kern® =
0. (ii) Sei z € R™, z := Bz 0, — ABz = Az = ®(x) = & ist surjektiv. Dann: n =
L

dimR® 2 dim Kern ® + dim®(R") = m. -
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5. Differentiation

Satz 5.5 (Injektivitdt und Dimensionsgleichheit)

auf f(D). Dann:

(1) m=n

f:D — R™sei db auf D, es sei f(D) offen, f injektiv auf D und f~!: f(D) — R" sei db

(2) Vo € D : f'(z) ist eine invertierbare Matrix und f’(z)~! = (f~1)(f(z))

Beachte:

(1) Ist D offen und f : D — R™ db, so muss i. A. f(D) nicht offen sein. Z.B.: f(x)

sinz, D =R, f(D) =[-1,1]

(2) Ist D offen, f : D — R™ db und injektiv, so muss i.A. f~! nicht db sein. Z.B.: f(x)

z3,D =R, f~! ist in 0 nicht db.

Beweis

von 5.5: g := [~ @9 € D,z := f(x0)( = w0 = g(20)) s gilt: g(f(z)) = aVx € D, f(g(2))

¥z € f(D) 22 ¢(f(2))- f'(x) = ¥z € D; f'(9(2)) - ¢/(2)

= IVz € f(D) = ¢'(20) - f'(0)
=:B =:A

L f'(20) - 9'(z0) =T 22 m=nund f'(z0)"" = ¢'(20) = (f ) (f(z0))-
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6. Differenzierbarkeitseigenschaften
reellwertiger Funktionen

Definition
(1) Seien a,b € R™; S[a,b] :=={a+t(b—a) :t € [0,1]} heikt Verbindungsstrecke von a und
b

(2) M C R"™ heift konvex : <= aus a,b € M folgt stets: S[a,b] C M

(3) Seik € Nund 2@, ... a® e R™. S[z®, ... 2®)] = JI_) S[zU~Y, 20)] heift Strecken-
zug durch (¥, ... z®) (in dieser Reihenfolge!)

(4) Sei G C R™. G heift Gebiet: <= G ist offen und aus a,b € G folgt: Iz, ... 2*) €
G:z® =qg,2®) =pund S[z@,... 20 Cq.

Vereinbarung: Ab jetzt in diesem Paragraphen: ) # D C R™, D offen und f : D — R eine
Funktion.

Satz 6.1 (Der Mittelwertsatz)
f: D — R sei differenzierbar auf D, es seien a,b € D und Sla,b] C D. Dann:

3§ € Slab]: f(b) = fla) = f(&) (b—a)

Beweis
Sei g(t) :=a+t-(b—a) fiir t € [0,1]. g([

= & ist differenzierbar auf [0, 1] und <I>’(7t) = f'(g(t)) g’(t.) = flla+t(b—a))-(b—a).
J0) = f(a) = 2(1) = 9(0) ZEE #'(n) = f(a+n(b—a)- (b—a)n € 0.1] .

Folgerungen 6.2
Sei D ein Gebiet und f,g : D — R seien differenzierbar auf D.

(1) Ist f'(x) =0Vx € D = f ist auf D konstant.
(2) Ist f'(z) =g (x)Ve € D = Jece€R: f=g+caufD.

Beweis
(2) folgt aus (1). (1) Seien a,b € D. Z.z.: f(a) = f(b). Iz, ..., 2®) € D, 2O = q, 2+ =p:
Sz®, ... x®) C DVje{l,...,k} ex. nach 6.1 ein & € S[zU~D 0] f(z0)) - f(xU~V) =
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6. Differenzierbarkeitseigenschaften reellwertiger Funktionen

1) (2D —2070) =0 = f@V) = f@0D) = f(a) = f@) = faV) = fa?) =
0

o= f(z®) = f(b). n

Satz 6.3 (Bedingung fiir Lipschitzstetigkeit)
D sei konvex und f : D — R sei differenzierbar auf D. Weiter sei f’ auf D beschrankt.
Dann ist f auf D Lipschitzstetig.

Beweis
AL >0: ||f'(z)|| < LVz € D. Seien u,v € D. D konvex = S[u,v] C D.6.1 = 3¢ € S[u,v]:

Fw)=£0) = F©)-(u=v) = [F(w)— @) = 1£(©)-(u=v)] < IF(©llu=v] < L|u—o].m

Satz 6.4 (Linearitét)
Sei @ : R” — R™ eine Funktion.

® ist linear = ® € CY(R",R™) und ®(ax) = a®(z) Vx € R" Va € R.

Beweis
“="“«="0BdA:m=12Zz:3a € R": ®(z) = a-aVx € R". a := ?'(0)P(0) =

®(2:0) =2-®(0) = ®(0) =0.Vz € R"Wa e R: ®(azx) = a®(zx) 24 ad’(az) = ad'(z) Vo €

o 1
R"Va € R = & (z) = ®(az) Vo € R" Va # 0. 222255 3/(2) = ¢/(0) = a Yz € R™

g(z) == (®(x) — ax)? (x € R"), g(0) = (®(0) —a-0)2 =0. 5.4 = g ist differenzierbar auf R"
und ¢'(z) = 2(®(z) — az)(®’'(z) —a) =0 Vx € R™. 6.2(1) = g(z) =¢(0) =0Vz e R" =
®(x) =a- -z VreR" n

Die Richtungsableitung Sei ) ## D C R"™, D offen, f : D — R und zg € D. Ist a € R" und
lal| = 1, so heift a eine Richtung (oder ein Richtungsvektor).

Sei a € R™ eine Richtung. D offen = 3§ > 0 : Us(zp) C D. Gerade durch zy mit Richtung
a:{xg+ta:te R} |zg+ta— x| = |[ta|| = |t|. Also: zg + ta € D fiir t € (=4,9), g(t) :=
Fao + ta) (t € (~6.0))

f heifst in zg in Richtung a db, gdw. der Grenzwert

o Fao -+ ta) — f(xo)
t—0 t

existiert und € R ist. In diesem Fall heifit

of . fxo+ta) — f(xo)
9q (0) = t

die Richtungsableitung von f in zy in Richtung a.
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6. Differenzierbarkeitseigenschaften reellwertiger Funktionen

Beispiele:
(1) f ist in xo partiell db nach z; <= f ist in 29 db in Richtung e;. In diesem Fall gilt:

9 o
(o) = FL (o).

(2)
f(x,y) — ﬁ ) falls (xvy) 7£ (O?O)
0 , falls (z,y) = (0,0)
zo = (0,0). Sei @ = (a1,a2) € R? eine Richtung, also a? + a3 = 1; w =
%ﬁfﬁggag = 422 Dh.: %(0,0) ex. <= ajaz =0 < a € {(1,0),(-1,0),(0,1),(0,—1)}.

In diesem Fall: %(O, 0) = 0.

(3) 2
f(%y) = mgj‘?‘y‘l ’ falls (.f[f,y) # (O’O)
0 , falls (z,y) = (0,0)
= 1a = i ; f@ta)—f(0,00 _ 1 tPara2 _  a1ad =0
zo = (0,0). Sei a = (a1,a2) € R eine Richtung. - = bty = ada D

0 ,fallsa; =0
G falls ag £ 0

al

D.h. %(0,0) existiert fiir jede Richtung a € R%. Z.B.: a = %(1, 1): %(0,0) = %

2

flz,vx)=£; =1 Vo >0 = fistin (0,0) nicht stetig.

= 27

Satz 6.5 (Richtungsableitungen)
Sei xg € D, a € R” eine Richtung, f: D — R.

(1) %(wo) existiert <= %(wo) existiert. In diesem Fall ist:

of

(2) f seiin xg db. Dann:

(1) %(wo) existiert und

%(960) = a-grad f(zo).

(ii) Sei grad f(zo) # 0 und ag := || grad f(zo)|| ™! - grad f(zo). Dann:

of of
3(—ag) ) = Bq

(20) < - (z0) = [l gwad (zo)]|.
ao

Weiter gilt: %(azo) < %(l’o), falls a # ag; 8(?7’;0)(1‘0) < %(xo), falls a # —ap.
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6. Differenzierbarkeitseigenschaften reellwertiger Funktionen

Beweis
(1) (f(ﬂco+t(—;1))—f(wo)) :_(f(aro+(—t_);1)—f(wo)) — Beh.

(2) (1) g(t) := f(zo + ta) (|t| hinreichend klein). Aus Satz 5.4 folgt: ¢ ist db in ¢ = 0 und
g (0) = f(xg)  a = %(xg) existiert und ist = ¢’(0) = grad f(zo) - a

a

i) |2 (2¢)] ¥ |a-grad < Jall-| grad — || grad = 1 orad f(zo)
() 2L 20| 2 Jargrad £zl Sl grad f(zo)ll = || grad (o)l = Ty grad £ (o)

grad f(z0) = ag - grad f(zo) 2 2L (xo)

- 3(%0) (z0) = —HL(w0) < §L(wo) < 5L (o) = | grad f (o)l

Sei g( 0) = gf (x0) 0.6 a-grad f(zg) = ||grad f(zo)|]| = a-a =1 =

||a—ao||2 (a—ao)(a—ao):a-a—2a-ao+a0~a0:1—2+1:0 — a=ao-m

Der Satz von Taylor Im Folgenden sei f : D — R zunéchst ,,geniigend oft partiell db“, zo € D
und A = (hq,...,hy,) € R™. Wir fithren folgenden Formalismus ein.

V= (a, ey 8) (,Nabla®“); Vf := (8]"’ ey 8f> = grad f; Vf(xo):= grad f(xo)

ox1 Oxy, O0x1 Orn
0 0 of of o
(h-V) := hla—xl—l— Ahy 8—% (h-V)f = hl@w +...4+h, "o = hgrad f; (h-V)f(zg) := h-grad f(xo)

(h- V) f(z0) := f(wo). Fiir k € N: (h-V)®) := (hla% Ry )k
(h+ V)@ f(w0) = Ty Sy By g (o)

n n n 3
(- V)& f (o) = 7y ey Soiy bt g g (o)
Beispiel
(n = 2) ch= (hl, hg).

(h-V)O f(zo) = f(w0), (h- V)V f(zo) = h-grad f(wo) = hafu(0) + hafy(wo)-

(hV)(z)f( ) (hl + h2 ) ( ) hl 82 (x0)+h1h28x8y (.Z‘Q)-I—hzhl Byam ($0)+h2 82 ( 0).

Satz 6.6 (Der Satz von Taylor)
Sei k € N, f € C**1(D,R), 29 € D,h € R" und S[zg,zo + h] C D. Dann:

(h- V)9 f(xo) | (h- V)"V f(E)
J! (k+1)!

flzo+h) =
=0

wobei & € S[xg, zo + h]
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6. Differenzierbarkeitseigenschaften reellwertiger Funktionen

Beweis
®(t) := f(wo+th) fiirt € [0,1]. 5.4 = & € C¥*1[0,1], ®'(t) = f'(zo+th)-h = (h-V)f(xo+th)
Induktiv: ®U)(¢) = (h-V)) f(zg+th) (j =0,...,k+1,t € [0,1]). <1>( ) f(z0), ®(1) = f(zo+

& X
J 7 . (x kJFl)f
k(b)) F(g Co\(k 1) .
wobei 7 € [0,1] = f(xo+h) = Z (h V)j]! f (o) n (h-V) (; f()!o +nh)

, E:=z0+nhm
j=1

Spezialfall 6.7 Sei f € C?(D,R),z0 € D,h € R", S[zg, 70+ h] C D. Dann:

2
f(zo + h) = f(xo) + grad f(xo) -h+ = Zhhkaaaf (xo + nh)
Jk—
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7. Quadratische Formen

Vereinbarung: In diesem Paragraphen sei A stets eine reelle und symmetrische (n x n)-Matrix,
(A= AT). Also: A = (a;i), dann aj = a; (k,j=1,...,n)

Definition
Q4 : R" - R durch Qa(z) := z(Ax). Q4 heift die zu A gehdrende quadratische Form. Fiir

x=(T1,...,2,) :
n
x) = 2 LTy
Jik=1

Beispiel
Sei f € C*(D,R),x9 € D,h € R", S[zg, 20 +h] C D

fxlxl (l‘()) T fxll‘n (130)
Hf(JTO) _ fzzrm (zo) - fﬂczwn (z0)
fmnm (.%'0) T fﬂcn:pn (xO)

heifst die Hesse-Matrix von f in zg. 4.1 = H¢(xo) ist symmetrisch. Aus 6.7 folgt:
1 .
flxo+ h) = f(zo) + grad f(zo) - h + §QB(h) mit B = Hy¢(zo + nh)
Definition

A heifit positiv definit (pd) :<= Qua(z) >0 Vz € R"\ {0}
A heift negativ definit (nd) :<= Qa(z) <0 Vx € R"\ {0}

A heift indefinit (id) c<= Ju,v eR": Qa(u) >0,Q4(v) <0
Beispiele:
(1) (n=2), A= ( )

Qa(z, y) = az? + 2bzy + cy® ((z,y) € R?). Nachrechnen:

aQa(z,y) = (ax + by)? + (det A)y* V(z,y) € R?

Ubung:
A ist positiv definit <= a>0,detA >0
A ist negativ definit <= a <0,detA >0

A ist indefinit <— detA<O0
(2) (n=3), A= (080
Qa(w,y,2) = (x+2)?V (z,y,2) € R3. Qa(0,1,0) = 0. A ist weder pd, noch id, noch nd.
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7. Quadratische Formen

(3) ohne Beweis (— Lineare Algebra). A symmetrisch — alle Eigenwerte (EW) von A

sind € R.
A ist positiv definit <= Alle Eigenwerte von A sind > 0

A ist negativ definit <= Alle Eigenwerte von A sind < 0
A ist indefinit <= J Eigenwerte A\, ;t von A mit A >0, u <0

Satz 7.1 (Regeln zu definiten Matrizen und quadratischen Formen)
(1) A ist positiv definit <= —A ist negativ definit

(2) Qa(ar) = a?Qa(x) Vr € R® Va € R

A ist positiv definit <= Jc>0:Qa(z) > c|z|* Vo € R"
A ist negativ definit <= Jc > 0: Qa(x) < —c||z|]® Vx € R"

3)

Beweis
(1) Klar

(2) Qa(ar) = (az)(A(ax)) = a?z(Ax) = a?Qa(x)

(3) ,<=“Klar., = “ K :={x € R" : ||z|| = 1} = 0U1(0) ist beschrénkt und abgeschlos-
sen. @4 ist stetig auf K. 3.3 = Jzg € K : Qa(zo) < Qa(z) YV € K. c:= Qa(xp). A
positiv definit, 29 # 0 = Qua(xg) =c > 0. Sei z € R* \ {0}; 2z := trx = 2z €

[Ell

K = Qa(z) 2 e — c<Qa(fz) @ ' Qule) = Qul) = el .

Satz 7.2 (Storung von definiten Matrizen)
(1) A sei positiv definit (negativ definit). Dann existiert ein € > 0 mit: Ist B = (b]k) eine
weitere symmetrische (n x n)-Matrix und gilt: (%) |aj, — bji| <€ (j,k=1,...,n), so
ist B positiv definit (negativ definit).

(2) A sei indefinit. Dann existieren u,v € R™ und € > 0 mit: ist B = (bj;) eine weitere
symmetrische (n x n)-Matrix und gilt: (%) |aj, — bjx] < € (j,k = 1,...,n), so ist
Qp(u) > 0,Qp(v) < 0. Insbesondere: B ist indefinit.

Beweis
(1) A sei positiv definit 30 Qa(z) > cf|z]]* Vo € R™. ¢ := 55. Se1 B = (bjj) eine
symmetrische Matrix mit (x). Fiir ¢ = (z1,...,2,) € R" : Qa(z) — @Qp(z) < |Qa(x) —
m
c
= | = bmm] < 3 Jag = bl ol ] < clelPn? = SCleln? =
jk=1 k=1 e n
& <e <zl <l
Cilnl2
 J

(2) A sei indefinit. Ju,v € R™: Qa(u) > 0,Q4(v) < 0. a := min{cﬂ‘u‘iﬁg), —Cﬂf}ﬁg)} = a>
0. ¢ := 55 Sei B = (bj) eine symmetrische Matrix mit (x).
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7. Quadratische Formen

Wie bei (1)
(w) <

A(u) > 0. Analog: Qp(v) < 0.

eu?Jull* = sozn?|lul® = §llul® <

31
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8. Extremwerte

Vereinbarung: In diesem Paragraphen sei ) # D CR" f: D — R und 29 € D

Definition
(1) f hat in xg ein lokales Maximum : <= 3§ > 0: f(z) < f(zo) Vz € D N Us(xo).
f hat in z¢ ein lokales Minimum : <= 30 > 0: f(x) > f(xo) Yo € DN Us(xp).
lokales Extremum = lokales Maximum oder lokales Minimum

(2) Ist D offen, f in x( partiell differenzierbar und grad f(z¢) = 0, so heifst x ein stationérer
Punkt.

Satz 8.1 (Nullstelle des Gradienten)
Ist D offen und hat f in x( ein lokales Extremum und ist f in x( partiell differenzierbar,
dann ist grad f(xzo) = 0.

Beweis

f habe in z( ein lokales Maximum. Also 39 > 0 : Us(zp) € D und f(x) < f(xo) Vo € Us(zo).
Sei j € {1,...,n}. Dann: g + te; € Us(xog) fir t € (—0,6). g(t) :== f(xo + te;) (t € (=6,0)). g
ist differenzierbar in ¢t = 0 und ¢'(0) = fu,(20). 9(t) = f(wo +tej) < f(xo) = g(0) Vt € (=4, 9).
Analysis 1, 21.5 = ¢'(0) =0 = fy;(20) =0 n

Satz 8.2 (Definitheit und Extremwerte)
Sei D offen, f € C%(D,R) und grad f(xo) = 0.

(i) Ist H¢(xo) positiv definit = f hat in ¢ ein lokales Minimum.
(ii) Ist Hy(xo) negativ definit = f hat in x¢ ein lokales Maximum.

(iii) Ist H¢(xo) indefinit = f hat in 2o kein lokales Extremum.

Beweis
(i), (ii) A := Hy(zo) sei positiv definit oder negativ definit oder indefinit. Sei ¢ > 0 wie in
72. f € C*(D,R) = 36 > 0: Us(xo) € D und (%) |fo;z, (@) = fa;z,(w0)] < € Va €
Us(zo) (j,k = 1,...,n). Sei z € Us(zo) \ {z0},h =2 —29 = = =20+ h,h #
0 und S[zg,z0 + h] C Us(xg) 6.7 = T € [0,1] : f(z) = f(zo+ h) = f(xo) +
h-grad f(zo) +3Qp(h), wobei B = Hy(zg + nh). Also: (xx) f(z) = f(zo) + Q5(h).
—_————

=0
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8. Extremwerte

A sei pos1t1v definit (negatw definit) L2 B ist positiv definit (negativ definit). Lt

Qp(h > 0 ;*2":; f(z > f(xzo) = f hat in x¢ ein lokales Minimum (Mazimum).

(iii) A sei indefinit und es seien u,v € R™ wie in 7.2. Wegen 7.1 OBdA: ||u|| = ||v|| = 1. Dann:

xo + tu, zo + tv € Us(xo) fir t € (—=9,0). Sei t € (—0,0),t # 0. Mit h:=t¢ (Z) folgt aus 7.2

und (w) 1 flao+t 0) = flao) + 1Qat W) = fao) + £ Qu() D flan) = fhat
——

>0/<0 (7.2)
in zg kein lokales Extremum. n

Beispiele:

(1) D=R? f(z,y) = 2*+y*> 22y —5. fr = 202y, f, = 2y —2x; grad f(z,y) = (0,0) <
xr = y. Stationdre Punkte: (z,z) (z € R).

foz =2, fxy:_2:fyma fyy:2 = Hf((E,l'): <—22 _22>

det Hy(x,2) =0 = Hj(x,x) ist weder pd, noch nd, noch id.
Esist f(z,y) = (x —y)? =5 > -5V (z,y) € R? und f(x,2) = -5 Vr € R.

(2) D=R2, f(x,y) = 2% — 122y + 8y°.
fo =322 =12y = 3(2? —4y), f, = —122+24y* = 12(—z+2y?). grad f(z,y) = (0,0) <
2=ty =22 = 4t=4y = y=0o0dery=1 = (z,y) = (0,0) oder
(z,y) = (2,1)

0 —12
foz =6, foy = —12= fyu, fyy =48y. Hp(0,0) = (—12 0 )

det H;(0,0) = =144 < 0 = H/{(0,0) ist indefinit = f hat in (0,0) kein lokales

Extremum.
12 —12
Hy(2,1) = (—12 48 )

12 > 0,det Hf(2,1) > 0 = H;(2,1) ist positiv definit = f hat in (2,1) ein lokales
Minimum.

(3) K := {(z,y) € R? : 2,y > 0,y < —x + 3}, f(x,y) = 32y — 2%y — xy?. Bestimme
max f(K),min f(K). f(z,y) = 2y(3 —z —y). K = 0K U K°. K ist beschriankt und

abgeschlossen =% 3 (z1,31), (22, y2) € K : max f(K) = f(z1,91), min f(K) = f(22,y2)-
f>0auf K, f =0 auf 0K, also min f(K) = 0. f ist nicht konstant = f(z2,y2) >

0 = (z2,42) € K° AN grad f(z1,x2) = 0. Nachrechnen: (z2,y2) = (1,1); f(1,1) =
1 = max f(K).
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9. Der Umkehrsatz

Erinnerung: Sei zgp € R" und U C R™. U ist eine Umgebung von g <= 3§ > 0: Us(xzp) C U

Hilfssatz 9.1 (Offenheit des Bildes)
Seid >0, f: Us(0) C R™ — R” stetig, f(0) = 0 und V sei eine offene Umgebung von f(0) (= 0).
U:={x €Us(0): f(x) € V}. Dann ist U eine offene Umgebung von 0.

Beweis
Ubung [

Erinnerung: Cramersche Regel: Sei A eine reelle (n x n)-Matrix, det A # 0, und b € R™.

Das lineare Gleichungssystem Az = b hat genau eine Losung: z = (1, ..., 2,) = A~ 'b. Ersetze
in A die j-te Spalte durch b". Es entsteht eine Matrix A;. Dann: z; = %.

Satz 9.2 (Stetigkeit der Umkehrfunktion)
Sei ) # D C R, D offen, f € CY(D,R"). f sei auf D injektiv und es sei f(D) offen. Weiter
sei det f/(x) # 0 Vo € D und f~! sei auf f(D) differenzierbar. Dann: f~! € C*(f(D),R").

Beweis
Sei f ' =g=10(g1,-.-,9n),9 = g(y). Zu zeigen: % sind stetig auf f(D). 5.6 = ¢'(y)-f'(x) =1
(n x n-Einheitsmatrix), wobei y = f(z) € f(D) =

n(y) 1 0

@)= :

9n(v) 0 1
= gradg;(y)- f'(x) =e¢; = f'(2)" -gradgi(y)’ = ejT. Ersetze in f'(x)" die k-te Spalte
durch e;.r. Es entsteht die Matrix Ay(z) = Agx(f~!(y)). Cramersche Regel =—> 8ﬂ(y) =

Oy,
det A (f~1 det Ap(f—1 _ . . oy .. .
etde’;(]{i(x)(y)) = deett ff((]f,l((yz”)))). f € CYD,R), f~! stetig = obige Definitionen hiingen stetig

von y ab = % e C(f(D),R). n

Satz 9.3 (Der Umkehrsatz)
Sei ) # D C R"™, D sei offen, f € C'(D,R"), 2o € D und det f(z0) # 0.
Dann existiert eine offene Umgebung U von xy und eine offene Umgebung V' von f(z¢) mit:

(a) f ist auf U injektiv, f(U) =V und det f'(z) #0 Ve € U
(b) Fiir f~1:V — U gilt: f~! ist stetig differenzierbar auf V' und
(' (f@) = (f(x) " Ve eU
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9. Der Umkehrsatz

Folgerung 9.4 (Satz von der offenen Abbildung)
D und f seien wie in 9.3 und es gelte: det f'(z) # 0 Vo € D. Dann ist f(D) offen.

Beweis
O.B.d.A: 29 =0, f(zo) = f(0) =0 und f'(0) = I (=(n x n)-Einheitsmatrix)

Die Abbildungen z — det f'(z) und z — || f'(x) — IH sind auf D stetig, det f/(0) # 0, || f/(0) —
I|| = 0. Dann existiert ein 6 > 0: K := Us(0) € D, K = Us(0) € D und

(1) det f'(z) # 0 Yz € K und
2) If'(x) = I < 5, Yz €K
(3) Behauptung: i |lu — v|| < ||f(u) — f(v)|| Yu,v € K, insbesondere ist f injektiv auf K
(4) f~1ist stetig auf f(K): Seien &,n € f(K), u:= f~4¢),v:= f(n) = wu,v€ K und
15746 = £ 00l =l — ol < 2050) — £ = 20 — 7 .
Beweis zu (3): h(z) := f(x) . (r € D) = h € CY{D,R") und KW (z) = f'(z) — I. Sei
h = (hl,..., hy). Also: ' = hl . Seien u,v € K und j € {1,...,n}.
B

n

hi(w) = hi(0)] S ) - (w—o) 2 IR~ oll < IWE)lu - ol € € STu,v] € K. (2)
— < L u—v]

1

— Ih(w) = )| = (Shoa(hs ) = b)) < (S5 el —v)2)* = Fllu—vlva <
(2”)“ v = fu—vll=[lf (@)= f@) < [If(w) = f(v) = (u=v)|| = [h(u) =h()]| < 3llu—v] =
3

Vo= U%(O) ist eine offene Umgebung von f(0) (= 0). U = {x € K : f(x) € V} Klar:

UCKCK,0eU,9.1 = U ist eine offene Umgebung von 0. (3) = f ist auf U injektiv.
(1) = detf'(x) #0Vz € U. (4) = f~!ist stetig auf f(U). Klar: f(U) C V. Fiir (a) ist
noch zu zeigen: V C f(U).

Seiy € V.w(z) = ||f(x)—y|* = (f(z)—y)-(f(x)—y) = w € C'(D,R) und (nachzurechnen)
w'(x) = 2(f(x) —y) - f'(x). K ist beschrinkt und abgeschlossen 2% 3 e K- (5) w(zy) <
w(z) Vr € K.

Behauptung: z; € K.

Annahme: 1 # K :> 71 € 0K = ||z1|| = 6. 2¢/w(0) = 2||f(0) —y[| = 2||y| <22 = § =

lzall

7 = glle - UH Hf(wl) FON = 1lf(1) =y +y = FOI < [ F(z1) =yl = [1£0) =yl =
Vw(m) + w0) = w(0) < yw(@) = w(0) < w(z;) (§) w(0), Widerspruch. Also:

(5) = w(r) <w(x) Ve e K.81 = w'(xr1) =0 = (f(z1)—y) - f'(z1) = 0; (1)
= f/(x1) ist invertierhar — y = f(z1) = =1 € U = y = f(x1) € f(U). Also:
f(U) =V. Damit ist (a) gezeigt.

(b): Wegen 5.5 und 9.2 ist nur zu zeigen: f~! ist differenzierbar auf V.. Sei y; € V, y € V\{y1},
21 = Y y), 7= Y (y); Ly) :== F )= ) —f (o) "M (y—u1)

ly—y1ll

. zu zeigen: L(y) — 0 (y — y1).
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9. Der Umkehrsatz

o(z) :== f(x) — f(x1) — f'(x1)(x — x1). f ist differenzierbar in 1 = ow) (x = x1).

lz—a1]]

fila) ™ ol@) = fz) ™y —y1) = (1) — £ w) = ~lly — nllL(y)

— 1) = ) 2D = ey e

ly =il |z — 1] [If(z) — f(a1)
—_——— —o —
—0 (z—x1) <2, nach (3)

Fiir y — y1, gilt (wegen (4)) z = 21 = L(y) — 0.

Beispiel

f(z,y) = (zcosy,zsiny)

cosy —xsiny .
flzy) = (Smy zcosy ) Jdet f'(2,y) = zcos’y + wsin®y = =

D :={(z,y) € R?: 2 # 0}. Sei (&,m7) € D 9.3 = 3 Umgebung U von (&,n) mit: f ist auf

U injktiv (). 25 (€)= (15) = F0L.5) = 00 F05) = (§ ) 7H0.0) =

F1,5)7 = (01 (1))

Beachte: f ist auf D Jokal* injektiv (im Sinne von (x)), aber f ist auf D nicht injektiv, da
f(z,y) = f(z,y + 2km) Vx,y € R Vk € Z.
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10. Implizit definierte Funktionen

Beispiele:
(1) flz,y) =22 4+9y> —1. fla,y) =0 <= > =1—-2 <= y=+V1— 22

<
Sei (z0,v0) € R? mit f(z0,y0) = 0 und g (>) 0. Dann existiert eine Umgebung U von g
und genau eine Funktion g : U — R mit g(xg) = yo und f(z,g(z)) = 0 Va € U, ndmlich
(=v")
g9(x) = V1 —a?

Sprechweisen: ,,g ist implizit durch die Gleichung f(x,y) = 0 definiert oder ,die Glei-
chung f(z,y) = 0 kann in der Form y = g(z) aufgelost werden*

(2) f(x,y,2) =y + 2z + log(x + 2). Wir werden sehen: 3 Umgebung U C R? von (0,1) und
genau eine Funktion ¢ : U — R mit g(0,—1) = 1 und f(z,y,9(z,y)) =0V (z,y) € U.

Der allgemeine Fall: Esseien p,n € N, () # D C R"™, D offen, f = (f1,..., f,) € C(D,RP).

Punkte in D (bzw. R"*P) bezeichnen wir mit (z,y), wobei z = (x1,...,2,) € R® und y =
(y1,...,yp) € RP also (z,y) = (x1,...,Zn, Y1, .., Yp). Damit:

Oh ... 9h % . %

T S e v : of + Of
= : : : : ;also f'(z,y) = %(%Z/)» 8*(35,9)
O . Oy | U . Oy Y
0z Oxn oY1 dYp
:2% (an)—Matrix :;% (p)(p)_Matrix

Satz 10.1 (Satz iiber implizit definierte Funktionen)

Sei f: D = RP, f € C'(D,R?), (20,50) € D, f(wo,y0) =0 und det 5l (w0, 90) # 0.

Dann existiert eine offene Umgebung U C R™ von zy und genau eine Funktion g : U —
D C RP mit:

(1) (z,9(x)) e DVz €U
(2) g(zo) = wo

(3) f(z,g9(z)) = 0Ve € U, mit V = g(U) gilt: V ist offen und fiir (a,b) € U x V mit
f(a,b) =0 gilt: b= g(a)

(4) g € CY(U,RP)

(5) det §(z, g(x)) #0 Ve € U

©) (@) =~ (L.0@)) - YL .g(@) vaev
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10. Implizit definierte Funktionen

Beweis
Definition: F': D — R"*P durch F(z,vy) := (z, f(x,)). Dann: F € C*(D,R"P) und

1 0 0o --- 0
F'(z,y) = 0 110 0
of of
%(90 y) 673/(33 y)
Dann:
(I) det F'(z,vy) 2 et 8f(:v y) ((z,y) € D), insbesondere: det F'(zo,y0) # 0. Es 1st

F(zo,y0) = (x0,0). 9.3 = 3 eine offene Umgebung U von (zg, yp) mit: U C D, (U)
F ist auf U injektiv, F~! : 9 — U ist stetig differenzierbar und

@

(I1) det F'(z,y) = det 2 o L(z,y) £0V (z,y) €U

Bezeichnungen: Sei (s,t) € ¥ (s € R",t € RP), F~1(s,t) = (u(s,t),v(s,t)), also u : J —
R™ stetig differenzierbar, v : ¢ — RP stetig differenzierbar. Dann (s,t) = F(F~ (s,t)) =
(u(s,t), f(u(s,t),v(s,t))) = wu(s,t) = s = F1(s,t) = (s,v(s,t)). Fiir (z,y) € U :
flz,y) =0 <= F(z,y) = (2,0) <= (z,y) = F'(2,0) = (z,0(z,0)) <= y = v(z,0),
insbesondere: yo = v(w0,0). U := {x € R" : (2,0) € ¥}. Es gilt: z9 € U. Ubung: U ist eine
offene Umgebung von xg.

Definition: g : U — RP durch g(z) := v(z,0), fiir € U gilt: (z,0) € 9 = F~1(2,0) =
(z,v(z,0)) = (x,g(z)) € U. Dann gelten: (1), (2), (3) und (4). (5) folgt aus (II).

Zu (6): Definition fiir x € U : ¢ (z) := (v, g()),v € CL(U,R"P),
1 0
V@) =1 o 1
g ()

(38) = 0= (@) Vo € U. 54 = 0= f@) @) = (%@ 9@) [ 9@)) -
W(z) 2L Uz, g(z)) + (@, 9(@) - g(@) Yz € U. (5) = §L(x,9(x)) invertierbar, Multipli-
kation von links mit agj (x,g(x)) 7! liefert (6). n
Beispiel
flz,y,2) = y+ z + log(x + z). Zeige: 3 offene Umgebung U von (0,1) und genau eine stetig
differenzierbare Funktion g : U — R mit ¢g(0,—1) = 1 und f(x,y,9(x,y)) = 0 V(x,y) € U.
Berechne ¢’ an der Stelle (0, —1).

f0,-1,1) =0, f, =1+ I%_Z; f2(0,—1,1) = 2 # 0. Die Behauptung folgt aus dem Satz tiber
impliziert definierte Funktionen. Also: 0 = y + g(z,y) + log(z + g(z,y)) ¥(x,y) € U.
Differentiation nach z: 0 = g,(z, y)—l—m(l—i-ggg(:c ) V(z,y) e U (== ¢ _ 92(0,—1)+
1(92(0,—1) +1) = g,(0,—1) = —3.

Differentiation nach y: 0 = 1+gy(x,y)+mgy(x y)V(z,y) e U Loy)=0-1) gy(0,—1) = —1.
Also: ¢'(0,—1) = (—3,—1).
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11. Extremwerte unter Nebenbedingungen

Definition
Seien M, N Mengen # (), f: M — N eine Funktion und § # 7' C M. Die Funktion f, : T —
N, fi,(z) = f(x) Yo € T heikt die Einschrénkung von f auf 7.

In diesem Paragraphen gelte stets: ) # D C R®, D offen, f € C*(D,R), p € N, p < n und
©=(p1,..-,pp) € CL(D,RP). Es sei T := {z € D : p(z) = 0} £ 0.

Definition
f hat in zg € D ein lokales Extremum unter der Nebenbedingung ¢ =0: <= 2o €T
und f},. hat in z¢ ein lokales Extremum.

Wir fiihren folgende Hilfsfunktion ein: Fir x = (z1,...,2,) € Dund A = (A, ..., Ap) € RP gilt:

H(z, A) = f(z) + A o(x) = f(z) + Mgr() + -+ Appp()

Es ist

9pp
p@xj

01

ij = f:lfj +)\1% +
J

Fiir zg € D und A9 € RP gilt:

H'(x0,X0) =0 <= f'(x0) + Mo¢'(z0) = 0. Auberdem gilt:
o(zg) =0 <= f'(x0) + No¢'(x0) =0 und z9 € T (I)

Satz 11.1 (Multiplikationenregel von Lagrange)
f habe in zg € D eine lokales Extremum unter der Nebenbedingung ¢ = 0 und es sei Rang
¢'(z9) = p. Dann existiert ein A\g € RP mit: H'(z, A\o) = 0 (Ao heilt Multiplikator).

Beispiel

flzy) =2 +y°
olz,y)=r+y—1

(Alson =2,p=1), o(x,y) = (1,1), Rang p(z,y) =1
H(z,y,\) =2 +y° + Mz +y — 1)
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11. Extremwerte unter Nebenbedingungen

Hy =224+ \=0
Hy=2y+A=0
Hy=z+y—1=0

:>x:y:>2x—120:>:r:y:%.
Extremwertverdichtig: (3, 3)

Folgerung 11.2
T sei kompakt =2 Ja,be T : f(a) = max f(T), f(b) = min f(T). Ist Rang 4,0’(%) =p =

X € R?P . H,(%, )\0) =0.

Beweis
Es ist xp € T und

0 ol
am(0) o (o) | G2 ()
/ .
¢ (w0) = : :
0 0 0
Tﬁ(ﬂﬁo) Tﬁ(ﬂﬂo) a%fz(xo)
=A

Rang ¢'(z9) =p = o0.B.d.A.: det A # 0.

Fir z = (z1,...,2,) € D schreiben wir z = (y, 2), wobei y = (z1,...,2p), 2 = (Tpt1,...,Zn).
Insbesondere ist g = (yo, 20). Damit gilt: ¢(yo, 2z0) = 0 und det %j(yg, 20) # 0.

Aus 10.1 folgt: 3 offene Umgebung U C R" P von zg, 3 offene Umgebung V' C RP von yg und
es existiert g € C1(U, RP) mit:

(1) g(z0) = %o

(IT1) p(g(z),2) =0Vze U

(IV) ¢'(20) = — (32 (9(20), 20)) "+ 52 (9(20), 20) .

(IlI) = (9(2),2) € T Vz € U. Wir definieren h(z) durch
h(z) := f(9(2),2) (z € U)

Dann hat h in zg ein lokales Extremum (ohne Nebenbedingung). Damit gilt nach 8.1:
_ g 54 g(z0) \ _ ( os of d(z0) \ _Of , of
0=1Ga) 2 flaeo) 2o ( 75 ) = (S0 | 36 )o(( TG ) = Eiaorg a4 5

0 0 1o d d d
0 Y <_a§<xo>> %0 (@) + L (wo) = L (o) + 2022 (o) = 0 (V)

=:\gERP
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11. Extremwerte unter Nebenbedingungen

—1
Ao = gz(mo) <—gj(l’o)> — Zi;(ﬂﬁo) + AOZS;(CUO) =0 (VD)

Aus (V),(VI) folgt: f'(z0) + Aog(z0) = 0 % H(z0, \o) = 0.

Beispiel
n=3,p=2) f(z,y,2) =ax+y+z T:={(v,y,2) ER3: 22 +¢y? =2, 2 +2 =1}, ¢(z,9,2) =
(2 4+9y2 -2, 24+ 2—1).

Bestimme max f(T), min f(T). Ubung: T ist beschrinkt und abgeschlossen 33 Ja,b € T :
f() = max (T), f(b) = min f(T).

/ [ 2z 2y O

Rang ¢/(z,y,2) =1<p=2 <= 2=y =0.a,b€ T — Rang ¢/(a) = Rang ¢/(b) =2

H(x,y,2, A, ) =2 +y+2z+ M@ +y?—2) + Mz +2-1)

Hy=1+2\z+ X =0 (1)
Hy=1+2\y  =0(2)
H. =14\ 20 (3)
Hy, =2>+12-2 =0(4)
Hy=z+z2—1 =0(5)

(B) = A=-1 104 22 =0;(2) = M #0 = =0 10} z=1;(4) = y=4V2
112 = a,b< {(0,v2,1),(0,—v2,1)}
f(0,v2,1) =1+ V2 =max f(T); f(0,—v2,1) =1—+/2=min f(T)

Anwendung Sei A eine reelle, symmetrische (n x n)-Matrix. Beh: A besitzt einen reellen EW.

Beweis
f(z) ==z (Az) = Qa(x) (x € R"), T := {x € R" : ||z| = 1} = 0U;1(0) ist beschrinkt und
abgeschlossen.

(@)= al? =1 =22 —1; /() = 22, f(2) = 24a.

33 = g eT: f(xo) =max f(T); ¢'(z) =2(x1,...,2,); o €T = Rang ¢'(z9) =1 (=
p)

11.2 = Ixg € R: H'(zg, No) = 0; h(z,\) = f(z) + Ap(x); H'(z,\) =24z + 2)\z

= 0=2(Azo + Xoxg) = Axo = (—Xo)xo, xo #0 = —)\¢ ist ein EW von A. n
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12. Wege im R”

Definition
(1) Sei [a,b] € R und 7 : [a,b] — R™ sei stetig. Dann heifft 7 ein Weg im R”"

(2) Sei~y :[a,b] = R" ein Weg. I, := 7([a,b]) heiit der zu v gehérende Bogen, I';, C R™.
3.3 = Iy ist beschrénkt und abgeschlossen. y(a) heifit der Anfangspunkt von v, v(b)
heift der Endpunkt von 7. [a, b] heift Parameterintervall von ~.
~ heifst geschlossen : <= 7(a) = v(b).

(3) v~ : [a,b] — R™, definiert durch v~ (t) := v(b + a — t) heift der zu v inverse Weg.
Beachte: vy~ # v, aber I'y =T",-.

Beispiele:
(1) Sei xo,yo € R™, 7(t) := xo + t(yo — o), t € [0,1]. I, = S[xo, yo]

(2) Seir > 0und (t) := (rcost,rsint), t € [0, 27]
I, = {(z,y) € R? : 2% + y* = r?} = 9U,(0)
A(t) := (rcost,rsint), t € [0,4n]. ¥ # v, aber I'y =T,,.

(3) Sei f:[a,b] = R stetig und y(t) := (¢, f(t)) (¢t € [a,b]). Dann: I'y = Graph von f.

Erinnerung: 3 ist die Menge aller Zerlegungen von [a, b]

Definition
Sei 7 : [a,b] — R™ ein Weg. Sei Z = {tg,...,tm} € 3.

L(v,2) =Y _ |Iv(ty) = v(tj-1)|
j=1

Ubung: Sind 71, Zy € 3 und gilt Zy C Zo = L(v, Z1) < L(v, Z2)

v heift rektifizierbar (1b) : <= 3IM > 0 : L(y,Z) < M VZ € 3. In diesem Fall heift
L(vy) :=sup{L(vy, Z) : Z € 3} die Lénge von ~.

Ist n =1, so gilt: y ist rektifizierbar <= ~ € BV][a,b]. In diesem Fall: L(~y) = V,([a, b]).

Satz 12.1 (Rektifizierbarkeit und Beschrinkte Variation)
Sei v = (M1,...,mn) : [a,b] = R™ ein Weg. ~ ist rektifizierbar <= n,...,n, € BV]a, b].

Beweis
Sei Z = {to,...,tp} € 3und J ={1,...,n}.

1.7 1.7
73 (k) = m;(te—1)| < [lv(te) — y(Ee—1) | < 20—y Inw(tk) — mu(tr—1) |- Summation iiber k =
Vo, SL(, Z) < 30 Yooy Inu(te) = mu(te—1)| = Xop—, Vi, (Z) = Behauptung .
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12. Wege im R"

Ubung: ~ ist rektifizierbar <= ~ ist rektifizierbar. In diesem Fall: L(y) = L(v™)

Summe von Wegen: Gegeben: ag,a1,...a; € R, ag < a1 < az < ... < a; und Wege ; :
[ak—1,a;] = R™ (k=1,...,1) mit : vg(ag) = Yg+1(ax) (k=1,...,1—1). Definiere v : [ag, a;] —
R™ durch ~(t) := (t), falls t € [ag_1,ar]. v ist ein Weg im R”, I', =Ty, UT,, U---UT,,. v
heifst die Summe der Wege 1, ...,y und wird mit. v =1 @ 72 @ - - - & ; bezeichnet.
Bemerkung: Ist v : [a,b] — R™ ein Weg und Z = {to,...,tn} € 3 und ;= ot
(k=1,....m) = v=71@ D Y. Aus Analysis [, 25.1(7) und 12.1 folgt:

te—1-tk]

Satz 12.2 (Summe von Wegen)
Ist v = 71 ® -+ ® ¥, so gilt: v ist rektifizierbar <= ~1,...,7n sind rektifizierbar. In
diesem Fall: L(v) = L(v1) + -+ + L(vm)

Definition
Sei 7 : [a,b] — R™ ein rektifizierbarer Weg. Sei ¢ € (a, b]. Dann: V0 18t rektifizierbar (12.2).

s(t) = L(y,,): fallst € (a,b]
07 falls t = a

heif’t die zu v gehorende Weglangenfunktion.

Satz 12.3 (Eigenschaften der Weglingenfunktion)
Sei 7 : [a,b] — R™ ein rektifizierbarer Weg. Dann:

(1) s € Cla,b

(2) s ist wachsend.

Beweis
(1) In der grofen Ubung

(2) Sei t1,t2 € [a,b] und t; < to. 71 = Naer? 12 7= Viepea? 13 7= Viartg)” Dann v3 = 71 & 7.
12.2 = 1,72, 73 sind rektifizierbar und L(v3) = L(y1) + L(v2) = s(t2) > s(t1). =
~—— =

=s(t2)  s(t1) >0

Satz 12.4 (Rechenregeln fiir Wegintegrale)
Sei f=(f1,---,fn):[a,b] > R" und fi,..., fn € R|a,b).

/:f(t)dt = (/abh(t)dt, /abfz(t)dt,...,/abfn(t)dt> (e R")

Dann:
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12. Wege im R"

(1)
a:-/abf(t)dt - /ab(x-f(t))dt ¥z € R
(2) . .
| [ s < [isconar
Beweis

(1) Seiz = (z1,...,2,) =

z- [y fOdt =5y [ f0dt = [ (S afit)dt) = [ @ f(0) dt

(2) y = [, f()dt. O.BdA: y # 0. 2 == pry = |zl = Ly = |lyll=. [lyl* = v -
y = lyll-y) = lyll (- 7 F@dt) = Iyl J; @ f@)dt < Iyl [y o F@)]  dt <
N——
<llz[lllfOI=IF @I
Iyl [ 112l .

Satz 12.5 (Eigenschaften stetig differenzierbarer Wege)
v : [a,b] — R™ sei ein stetig differenzierbarer Weg. Dann:

(1) ~ ist rektifizierbar

(2) Ist s die zu v gehorende Weglingenfunktion, so ist s € C''[a, b] und s'(t) = ||7/(t)|| Vt €
[a, 0]

(3) L(y) = 717 (t)||dt

Beweis AL251
(1) v=(,...,mn), nj € Ctla,b] === n; € BV][a,b| 224 ist rektifizierbar.

(2) Sei tg € [a,b). Wir zeigen:

=) (1)) (0 t0+0). (analos zeigt man - X020 oy ¢ 15-0))

t—to t—1o

12 5= Vg V3 0= V- Dann: 3 = 71 & 72 und L(ys) =
| | ®
=s(t

Sei t € (to,b; 11 =

a,tq

L(m) +L(7v2) = s(t) — s(to) = L(y2) (I).
——

=s(to)
7 := {to,t} ist eine Zerlegung von [to,t] = |v(t) — v(to)|| = L(y2, Z) < L(7y2)

t
Definition: F' : [a,b] — R durch F(t) = / |7/ (7)||dr. 2.Hauptsatz der Differential-
a
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12. Wege im R"

und Integralrechnung = F ist differenzierbar und F'(t) = ||7/(¢)| V¢ € [a,b]. Sei
Z ={710,...,Tm} eine beliebige Zerlegung von [to, t].

7j
/

Jj—1

Y(r)dr = < ,/Tj n;@(f)dﬂ--) = (o) = k(o)) = () —=(75)

7j—1

124 [Tj t
= ||v(15) —y(15=1)| < / |7/ (7)||d7. Summation = L(vy2,2) < 1Y (7)||dT =

F(#)— Flto) = Li1) < F{1) — Flto) (I11). !

(I1) o (I11)
(1), (I1),(IT1) = [7(t) —(t)| < (1) L s(t) — s(to) < F(t) — Fito)

I )l () () _ F() -~ Flto)
t—1o B t—1o B t—1o
200y ko) | "0 (ko)=Y (to) ]

b b

(3) L(y) = s(b) = 5(b) — s(a) & / s(t)dt 2 / I (®)llat .

Beispiele: 1
(1) zo,y0 € R",y(t) := zo +t(yo — o) (t € [0,1]). +'(t) = yo —20 = L(y) = / lyo —
0
zo||dt = [lyo — @ol|-

2) Sei f : [a,b] — R stetig und v(t) := (¢, f(t)),t € [a,b]. v ist ein Weg im R2. ~ ist
(2) g gl gl g gt

rektifizierbar <= f € BV[a,b]. T\, =Graph von f. Jetzt sei f € C'[a,b] 28 L(vy) =

b b .
[ = [Ca b

(3) y(t) := (cost,sint) (t € [0,27]). 7/ (t) = (—sint,cost). ||/ (t)]] = 1 Vt € [0, 2] 22

$'(t) =1Vt € [0,21] = s(t) =t Vt € [0,2n] (BogenmaR). Winkelmaf: ¢ := 180¢,
L(v) = 2.
Definition

v : a,b] — R™ sei ein Weg.

(1) ~ heikt stiickweise stetig differenzierbar : <= 3z = {to,...,t;,} € 3 mit: Ve r0]
sind stetig differenzierbar (k = 1,...,m) <= 3 stetig differenzierbare Wege ~1,...,v :
Y=o Dy

(2) 7 heilt glatt : <= ~ ist stetig differenzierbar und ||+/(¢)|| > 0 V¢ € [a, b].

(3) v heifst stiickweise glatt : <= 3 glatte Wege vy =71 @ --- @

Aus 12.2 und 12.5 folgt:

Satz 12.6 (Rektifizierbarkeit von Wegsummen)
Ist v = v @ --- @ v stiickweise stetig differenzierbar, mit stetig differenzierbaren Wegen
Yy---y M = 7 ist rektifizierbar und L(y) = L(vy1) + -+ - + L(y).
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12. Wege im R"

Definition

Sei 7y : [a,b] — R™ ein Weg. v heift eine Parameterdarstellung von I'.

Beispiele:
(1) zo,yo € R™", 71 (t) := mo + t(yo — wo) t € [0,1], 72(t) := 7, (t) t € [0,1], y3(t) := xo +
Tt(yo — xo) t € [0, %} 1,72, 73 sind Parameterdarstellungen von S[z, yo].

(2) 7(t) = (cost,sint), (t € [0,27]),v2(t) := (cost,sint), (t € [0,4n]). 71,72 sind Parameter-
darstellungen von K = {(z,y) € R? : 22 + ¢y = 1}.

Definition
7 : [a,b] = R™ und 7 : [, ] — R™ seien Wege.

~1 und 7, heifen dquivalent, in Zeichen 3 ~ 79 : <= 3h : [a,b] — [a, (] stetig und streng
wachsend, h(a) = o, h(b) = B und v1(t) = y2(h(t)) Vt € [a,b] (also y1 = 2 0 h). h heifit eine
Parametertransformation (PTF). Analysis 1 = h([a,b]) = [o, 8] = T, =T,,. Es gilt:
Yo =1 0h™l = 79 ~ ;. ,~" ist eine Aquivalenzrelation.

Beispiele:
(1) 71,72,73 seien wie in obigem Beispiel (1). v1 ~ 73,71 ~ 2.

(2) 71,72 seien wie in obigem Beispiel (2). v1 = 2, denn L(y1) = 27 # 4w = L(2)

Satz 12.7 (Eigenschaften der Parametertransformation)
7 ¢ la,b] = R™ und 72 : [a, ] — R” seien dquivalente Wege und h : [a,b] — [o, 3] eine
Parametertransformation.

(1) = ist rektifizierbar <= ~9 ist rektifizierbar. In diesem Falle: L(~y1) = L(72)

(2) Sind v; und 7o glatt = h € Cl[a,b] und b’ > 0.

Beweis
2) In den grofen Ubungen.
(2) g g

(1) Es geniigt zu zeigen: Aus 72 rektifizierbar folgt: 1 ist rektifizierbar und L(v1) < L(72).
Sei Z = {to,...,tm} €3 = Z:={h(to),...,h(tm)} ist eine Zerlegung von [«, /3].

Ly, Z) = Yl (t) = n(t-0ll = Y ha(h(ty) = va(h(t;-1)ll = L(v2, Z) < L(y2)
s =1

= 71 ist rektifizierbar und L(7y1) < L(72). n

Weglinge als Parameter Es seiy : [a,b] — R” ein glatter Weg. 12.5 = ~ ist rb. L := L(v).
12.5 = s € C'a,b] und s'(t) = ||7/(t)]| > 0 Vt € [a,b]. s ist also streng wachsend. Dann gilt:
s([a,b]) = [0,L], s7% :[0,L] — [a,b] ist streng wachsend und stetig db. (s71) (o) = %(t) fiir
o€[0,L], s(t) =o.
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12. Wege im R"

Definition
[0, L] — R™ durch ¥(o) := v(s~ (o)), also ¥ = yos~1; 7 ist ein Wegim R" und 4 ~ ~; I'y = I's.

12.7 = #Jist rb, L(¥) = L(v) = L, 7 ist stetig db. 4 heit Parameterdarstellung von I',, mit
der Weglénge als Parameter. Warum?

Darum: Sei 5 die zu 4 gehérende Weglingenfunktion. Vo € [0,L] : (o) = (s~ 1(0)). Sei
o €[0,L], t :=s"1(0) €[a,b], s(t) =o0.

- _ _ 12,5 ..
3(0) = (7 (0) 7571 (0) = Ay () 2 A (1) = (o)l =1 (= 7 ist glatt).

L\ 125 5(0)=0 _
§(v) = Wo)ll=1 == 35(0) =0

Also: |7/ (0)|| =1, 3(c) =0 Vo € [0, L].
Beispiel
~y(t) = i(cos t,sint), t € [0,1]; ~ ist stetig db; Nachrechnen: ||y/(¢)|| = ! Vt € [0,1] = 7 ist

V2
glatt.

s'(t) 125 IV #)] =€e = s(t)=e'+c = 0=50)=14c = c=-1, s(t)=e' -1 (te
0,1]) = L=L(y)=s(1)=e—1. e =1+s(t), t =1log(1+ s(t)).

(o) = (s~ (0)) = 7(log(1 + 7)) = 22 (cos(log(1 + 7)), sin(log(1 + 0))), o € [0,e —1].
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13. Wegintegrale

In diesem Paragraphen seien alle vorkommenden Wege stets stiickweise stetig differenzierbar.

Definition
Sei v : [a,b] = R™ ein Weg, v = (n1,...,m,), I :=T5. g : T' = R stetig und f = (f1,..., fn) :
I' — R" stetig.

(1) Fiir j € {1,...,n}: [ g(x) daj = [} g((t)) - mj(t) dt
(2)
z)-de = ) dx n(x) dxy,
Lf() Lfl() L o)

= ;ij(w) da;

Es ist f7 f(z) -dox = fab f(y(t)) - +/'(t) dt und heift das Wegintegral von f lings ~.

Beispiel

f(x’% Z) = (Z7y7‘75)7 V(t) = (t’t273t)7 te [07 1]' f(’Y(t)) = (3t7t27t)7 ’Y,(t) = (172t73)7 f(’Y(t)) )
v (t) = 3t + 2t% + 3t = 6t + 2t3.

fyf(ﬂf,y,z) cd(x,y,2) = f01(6t+2t3)dt _ %

Satz 13.1 (Rechnen mit Wegintegralen)
v, T, f seien wie oben, g : I' — R" sei stetig, ¥ = (51,...,9n) : [@, 5] — R™ sei rektifizierbar
und &,n € R.

(1) / (€f(2) +ng(z)) - de = ¢ / f(@) - da+n / o(x) - da

(2) Ist v = 7(1) oy 7(2) _— /
~

@ [ s@)de= [ j@)-ao

/7 f(@)-da

(5) Ist 4~y —> /Wf(x)-dx:/&f(:r)-dx.

f(:v)'dzz::/ﬂY<1> f(z) -dm+L<2) f(z) - dx

(4) < L(v) - max{[|f(2)] : € T'}
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13. Wegintegrale

Beweis

(1) klar
(2) Anal, 26.1(3)
(3) nur fiir v stetig differenzierbar. v~ (¢t) = y(b+a —t), t € [a, b].

[y f(z) -dz = f;f('y(b +a—1t))-v(b+a—t)(=1)dt = (subst. 7 =b+a —t, dr = dt)

= [ F(y(r) -y ()dr = = [ f(y(7) -y (7)dr = = [ f(2) - da
(4) Ubung

(5) Sei ¥ =~oh, h:|a,B] — [a,b] stetig und streng wachsend. h(a) = a, h(8) = b. Nur fiir
~v und h stetig db. Dann ist 4 stetig db.

f,y f(z) - dx = ff F(y(h(t)) - ' (h(t)) - W' (t)dt = (subst. 7 = h(t), dr = h'(t)dt) =

b
Jo f(V(7) -y (r)dr = [ f() - da. n
Definition
v, seien wie immer in diesem Paragraphen. s sei die zu v gehorende Weglangenfunktion und

g: T — R stetig. 124 = s ist wachsend Al o BV]a,b]; g o stetig Anal 264 go~ €

Rsla, b).

Integral bzgl. der Wegléinge.

Satz 13.2 (Rechnen mit Integralen bzgl. der Weglénge)
Seien 7y, g wie oben.

W [ gwyis= [ gwyas

2) st y =7V oy? —= /g(x)ds —/
2l

~()

g(x)ds + /(2) g(x)ds.

b
@>m7%ag%::-/mmw=/gwwmwmw

Beispiel
g(z,y) = (1422 +3y) V2, ~(t) = (t,1?), t € [0,1].

g0(D) = (L+ 1 4 32)1/°

= 1L +4)2 Y() = 120, YOI = 1+ 437 =
9@, y)ds = [§(1+482)dt = ]
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13. Wegintegrale
Gegeben: 71,79, ..,vm rektifizierbare Wege, i : [ak, bg] — R™ mit v1(b1) = y2(ag), v2(b2) =
y3(az), ..., Ym—1(bm=1) = ym(am). L' :=T, U... UL, .

AH(v1,...,vm) = {7 : 7 ist ein rektifizierbarer Weg im R mit: I'y =T, L(y) = L(y1) +--- +
L(ym) wnd [ f(z)-dz= [ f(z) -dz+--+ [ f(z) dofir jedes stetige f : T' — R"}.

Ist v € AH(71,. .., Ym), S0 sagt man «y entsteht durch Aneinanderhingen der Wege 71, ..., Ym.

Satz 13.3 (Stetige Differenzierbarekeit der Aneinanderhingung)

My, Ym seien wie oben. Dann: AH(vyq,...,vm) # 0.

Sind 71, . . ., 7m stetig differenzierbar, so existiert ein stiickweise stetig differenzierbarer Weg
veAH(v,. .., Ym)-

Beweis

O.B.d.A: m=2.

Def. h : [b1,c] — [a2,bo] linear wie folgt: h(x) = px + ¢, h(b1) = ag, h(c) = ba. Y2 := 2 0 h.
Dann: vo ~ Ja. 7 := 1 ® J2. 12.2, 12.7, 13.2 = v € AH(y1,72). =
Beispiel

In allen Beispielen sei f(z,y) = (y,z —y) und t € [0, 1].

(1) 7(t) = (£,0), 72(t) = (1,1).

Sei v € AH(v1,72). Anfangspunkt von -~ ist (0,0), Endpunkt von -y ist (1,1). Nachrechnen:
f% f(x,y)d(:v,y):o, fAm f(x,y)d(:v,y):% Also: f»yf :r,y ( ):7

(2) 71(8) = (0,2), 72(t) = (¢, 1).

Sei v € AH(v1,72), Anfangspunkt von - ist (0,0), Endpunkt von -~ ist (1,1). Nachrechnen:

(3) ~(t) = ( 3). Anfangspunkt von 7 ist (0,0), Endpunkt von ~ ist (1,1). Nachrechnen:
S, fayy) - d(z,y) =
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14. Stammfunktionen

In diesem Paragraphen sei stets: ) # G C R™, G ein Gebiet und f = (f1,...,fn) : G = R
stetig.

Definition

Eine Funktion ¢ : G — R heifit eine Stammfunktion (SF) von f auf G : < ¢ ist auf G
partiell differenzierbar und grad ¢ = f auf G. Also: ¢, = fj auf G (j =1,...,n).

Bemerkung: ) 5.3 .
1) Ist ¢ eme Stammfunktion von f auf G = gradp = f = ¢ € CI(G,R) = ist

auf G differenzierbar und ¢’ = f auf G.

(2) Sind ¢1, 2 Stammfunktionen von f auf G 10 o) = ¢ auf G 22 JeeR: Y1 =w2+cC
auf G

(3) Ist n =1 = G ist ein offenes Intervall. Al, 23.14 = jedes stetige f : G — R besitzt
auf G eine Stammfunktion! Im Falle n > 2 ist dies nicht so.

Beispiele:

(1) G = R2a f(x,y) = (y7 _x)'

Annahme: f besitzt auf R? die Stammfunktion ¢. Dann: ¢, =y, ¢, = —z auf G =
v € C*(R%R) und gy = 1 # —1 = ;. Widerspruch zu 4.1. Also: f besitzt auf R? keine
Stammfunktion.

(2) G = RQ? f($7y) = (y,a: - y)

Ansatz fiir eine Stammfunktion ¢ von f: ¢, =y = ¢ = zy + ¢(y), c differenzierbar,

!
— gy =z+dy) =z—y = d(y) = —y, etwa c(y) = —3y°. Also: p(z,y) = zy— 33>
Probe: ¢, =y, ¢, = x —y, also: grad p = f. ¢ ist also eine Stammfunktion von f auf R2.

Satz 14.1 (Hauptsatz der mehrdimensionalen Integralrechnung)
f besitzt auf G die Stammfunktion ¢; 7y : [a,b] — R"™ ein ein stiickweise stetig differenzier-
barer Weg mit I'y C G. Dann:

Das heifst: f,y f(x) - dz hiangt nur vom Anfangs- und Endpunkt von v ab.

Ist v geschlossen, das heifst v(a) = v(b), dann gilt f,y f(x)-dx=0.
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14. Stammfunktionen

Beweis
O.B.d.A.: v ist stetig differenzierbar. ®(t) := p(y(t)), t € [a,b]. ® ist stetig differenzierbar und

/() = @' (Y(t) v (1) = F(3(£) () Dann: [ f(2)-dw "E" [P (1) (B)dt = [0 ¥ (t)at =
®(b) — @(a) = p(v(b) — ©(v(a)). u
Hilfssatz 14.2

Es seien xg,yo € G. Dann existiert ein stiickweise stetig differenzierbarer Weg v mit: Iy € G
und Anfangspunkt von 7 = zg und Endpunkt von v = .

Beweis
G Gebiet = 3Jzp,21,...,2m € G : S|z0,...,2m]) C G, 20 = X0, 2m = Yo-

’yj(t) = Zj—1+ t(Zj — Zj_l), (t €[0,1]), (j = 1,...,n). Dann:F%. = S[zj_l,zj] == Iy, U
.Ul = Sl20,...,2m] CG. 134 = 3y € AH(71,...,7m) stiickweise stetig differenzierbar
= I'y = S20,...,2m] CG. [

Definition
J f(z)-dx heift in G wegunabhéngig (wu) : <= fiir je zwei Punkte zq, yo € G gilt: fiir jeden
stlickweise stetig differenzierbaren Weg v : [a,b] — R"™ mit Iy, C G, y(a) = x¢ und v(b) = yo

Yo
hat das Integral /f(x) -dx stets denselben Wert. In diesem Fall: / f(x)-dx = / f(x)-da.
v o 2l

14.1 lautet dann: besitzt f auf G die Stammfunktion ¢ = / f(z) - dz ist in G wegunab-
hiingig und [¥° = p(yo) — ¢(z0) (Verallgemeinerung von Analysis 1, 23.5).

zo

Satz 14.3 (Wegunabhingigkeit, Existenz von Stammfunktionen)
[ besitzt auf G eine Stammfunktion <= [ f(z)-dz ist in G wegunabhéngig.
In diesem Fall: ist g € G und ¢ : G — R definiert durch:

o) = | @) dx (2 € G) (+)

Dann ist ¢ eine Stammfunktion von f auf G.

Beweis

= “ 14.1 , <= Seil xg € G und ¢ wie in (x). Zu zeigen: ¢ ist auf G differenzierbar und
¢ = fauf G. Sei zp € G,h € R",h # 0 und ||h|| so klein, dass zo +th € G Vt € [0,1]. v(t) :=
fo+th (€ 0.1,y = slz0,20 + A C G plh) = ghrle(zo + h) — plz0) — F(z0) - h). Zu
zeigen: p(h) — 0 (h — 0). 14.2 = es existieren stiickweise stetig differenzierbare Wege 1,2
mit: I, I, € G. Anfangspunkt von 7, = 9 =Anfangspunkt von 2. Endpunkt von v = 2o,
Endpunkt von v9 = zg + h. Sei v3 € AH(~1, ) stiickweise stetig differenzierbar (13.4!). Dann:

z) -dx = ) -dx z)-dx
f(x) [ 1) +/7f()

v3
—p(z0+h) =¢(20)

/ f(z) - dz ist wegunabhéngig in G —

(@) do= [ flo)-do =l + 1) = pla+h) — plao) = [ J(2) - do

3 72 0
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14. Stammfunktionen

Es ist:

/ f(z0) - da = /0 F(z0) A/ () dt = F(20) - h

=h
— (k) = ‘,tH / (f(z) - f(z0))de
Y
— \p<h>|:”}1’ / f(2) - f(z0)de
Y
< L Ly max{||f(z) - f(z0)]| s @ €T}
S
=||hl| =|f(xn)—f(20)l

wobei #, € Ty = Sz0,20 +h] = |p(k)] < | f(n) = f(20)]l- Fitw h = 0 s wy — 2 =5
1f(@n) = f(z0)[ = 0 = p(h) = 0. "

Satz 14.4 (Integrabilititsbedingungen)
Sei f=(f1,...,fn) € CHG,R"™). Besitzt f auf G die Stammfunktion ¢ =

of;  Ofu

8xk N 8mj

(Integrabilitdtsbedingungen (IB)). Warnung: Die Umkehrung von 14.4 gilt im Allgemei-
nen nicht (— Ubungen!).

auf G (j,k=1,...,n)

Beweis
Sei ¢ eine Stammfunktion von f auf G = ¢ ist differenzierbar auf G und ¢,;, = f; auf
G(j=1,....,n). fe CHG,R") = ¢ <€ C*G,R)

af; a7 ar

Definition
Sei ) # M C R™. M heikt sternférmig : <= Jzg € M : S[xg, 2] C M Vz € M.
Beachte:

(1) Ist M konvex = M ist sternférmig

(2) Ist M offen und sternférmig = M ist ein Gebiet

Satz 14.5 (Kriterium zur Existenz von Stammfunktionen)
Sei G sternférmig und f € C1(G,R™). Dann: f besitzt auf G eine Stammfunktion : <= f
erfiillt auf G die Integrabilitdtsbedingungen
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14. Stammfunktionen

Beweis
, = 14.1 |, <= G sternformig = Jzg € G : S[xg, 2] C G Vo € G. OBdA: 2o = 0.

Fir x = (z1,...,2,) € G sel 7,(t) = tx,t € [0,1].

plx) = [ [f(z)-dz (z€Q)

/0 1 f(ta) - zdt

1
= /O (fr(tz) -z + fo(tx) - 2o+ ...+ fu(tx) - x,)dt

Zu zeigen:  ist auf G partiell differenzierbar nach x; und ., = f; (j = 1,...,n). OBdA: j = 1.
Spéter (in 21.3) zeigen wir: ¢ ist partiell differenzierbar nach x; und:

1
Oz, (x) = /0 ;m(fl(tx)xl + .o+ fultz) - zy)dt

Firk=1,....n: gi(z) = fe(tz) -
k=1: gi(2) = filto)e) — S;‘g( )= filte) + g (te)a
(

k>2: gp(z) = fultz)zy = Siﬁ( )—tgﬁ’;(tx)xk =

1
en@ = [ (At -G 0+ e
1
B /0 (fi(tx) + t(afi (tx)z) + gg(tx)xg +.. 4+ gill(taz)xn))dt

1
= /0 (fi(tx) +tf](tz) - z)dt

Sei x € G (fest), h(t) :=1¢- f1 (tz) (t € [O, 1]). h ist stetig differenzierbar und A'(t) = fi(tx) +
i) ¢ = ale) = [ WO 2 00) - h0) = £1(0) .
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15. Vorgriff auf Analysis |1l

In Analysis III werden wir fiir gewisse Mengen A C R™ und gewisse Funktionen f : A — R
folgendes Integral definieren:

Af(x)dx:Af(xl,...,xn) d(z1, ..., )

In diesem Paragraphen geben wir ,,Kochrezepte” an, wie man solche Integrale fiir spezielle Men-
gen A C R? (bzw. A C R?) und stetige Funktionen f: A — R berechnen kann.

I Der Fall n = 2:

Definition
Es sei [a,b] C R, hy, he € Cla,b] und hy < hy auf [a, b].

A:={(z,y) eR? | & € [a,b], hi(z) <y < ho(x) }

heift Normalbereich beziiglich der z-Achse (y-Achse).
Ubung: A ist kompakt.

Satz 15.1 (Integral iiber Normalbereiche im R?)
Sei A wie oben und f: A — R, dann gilt:

/Af(:cyy)d(w,y)—/ab (/}::) f(%y)dy) dz
( [ e = | b ( / h:) e dx) dy)

Achtung: [, f(x)dz nicht mit dem Wegintegral fv f(x) - do verwechseln!

Definition

Sei A ein Normalbereich bzgl. der z- oder y-Achse, so heifst:

4] = /A 1 d(z,y)

der Flacheninhalt von A.
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15. Vorgriff auf Analysis 111

Beispiele:
(1) Sei A ein Normalbereich bzgl. der x-Achse und seien hq, ha wie oben. Dann gilt:

A = /A 1d(z,y)

b ha(z)
lil/ / 1dy | dz
a hi(x)

b
- / (ha(x) — b (2)) da

b
| Al —/ ho(z) dz

(2) Sei A = [a,b] x [¢,d], dann ist A Normalbereich beziiglich der z- und der y-Achse.
Sei f: A — R stetig. Es folgt aus 15.1.:

/f:cy (z,9) /(/fxy dy) da
[ ([ rens)

(3) Seir>0und 4:={ (z,y) € R? | 2% +y* <r?}. Dann ist A ein Normalbereich der
z-Achse mit hi(x) := V7?2 — 22 und ho(x) := —vVr? — 22 (mit « € [—r,7]), und es
gilt:

Ist z.B. hy = 0, so folgt:

A= [ hafa) = (o) da
:/2ﬁ da

= mr?

()SelA {(@,y)eR?|z€[0,1],s <y <z} und f(z,y) = ay. Dann gilt fir
ha(z) = 2 und ha() = V&

/Awy d(x,y):/ol (/:cﬁxydy> dx
:/01 ([;x;{f]f> dx

Da A = { (z,y) € R? ’ yel0,1,?<z<y } auerdem Normalbereich bzgl. der y-
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15. Vorgriff auf Analysis 111

Achse ist, gilt:

1 Y
/f(fv,y)dyz/ (/ xydfﬂ) dy
A 0 y2
1 1 Yy
=/[x2y] dy
0o L2 2
_/113_15d
=) 3Y Y
11, 1t 1
_2[4*” 640_24

II Der Fall n = 3:

Definition
Sei A C R? ein Normalbereich bzgl. der 2- oder der y-Achse, es seien g1, g2 : A — R stetig
und g1 < go auf A.

B:={(z,y,2) eR® | (z,y) € A, g1(x,y) < 2 < ga(,y) }

heiflt ein Normalbereich beziiglich der z-y-Ebene. Normalbereiche bzgl der z-z- und
y-z-Ebene werden analog definiert.

Satz 15.2 (Integral iiber Normalbereiche im R3)
Sei B, g1, g2 wie oben und f : B — R stetig, dann gilt:

g2(x,y)
/Bf(x,y,Z) d(z,y, Z)Z/A </gl(x7y) flz,y,2) dZ) d(z,y)

Definition
B sei wie in 15.2.

Bl = / 1 d(z,y,2)
B

<:/Ag2($ay)—g1(x,y) d(a:,y))

heiflt Volumen von B.

Beispiele: =4

(1) Sei B :=[a,b] x [¢,d] X[a, 8], dann gilt:

[ sz e - [ ([ e 1) (o)
:/j(/j(/jf(x,y,z) dz> dy> dz

Dabei darf die Integrationsreihenfolge beliebig vertauscht werden.
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15. Vorgriff auf Analysis 111

(2) Sei B :={ (z,y,2) €R3}x2+y2§1,0§z§h} fiir ein A > 0. Dann setze A :=
{(ﬂf,y) €R2|$2+y2§1},91:0,g2:h. Es gilt:

1B| =/Ah d(z.y)

—h/ld(x,y)
A
=h-|A| = hr

Satz 15.3 (Eigenschaften von Integralen iiber Normalbereiche)
Sei B C R? oder B C R? und f,g : B — R stetig. Je nach Definition von B sei
X = (z,y) oder X = (z,v, 2).

(1) Fir alle a, f € R gilt:

/af(X)+Bg(X) dX:a/ F(X) dX+B/ g(X) dX
B B B

(2) Es gilt die bekannte Dreiecksungleichung:

[ 00 dx' < [ 150014 < Bl max{lf(X)] : X € B}
B B

(3) Ist f < g auf B, so gilt:

/Bf(X) ng/g(X) dX

B
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16. Folgen, Reihen und Potenzreihen in C

C und R? sind Vektorraume iiber R der Dimension zwei. Sie unterscheiden sich als Vektorraume
iiber R nur dadurch, dass ihre Elemente mit:

z=z+iyeC bzw. (z,9) €R? (z,y €R)
bezeichnet werden. Mit dem komplexen Betrag |z| := /22 + y? gilt:
2] = | (z, )l

Man sieht, dass alle aus der Addition, der Skalarmultiplikation und der Norm entwickelten Be-
griffe und Sétze aus §1 und §2 auch in C gelten.

Beispiel (Konvergente Folgen)
Sei (z,) eine Folge in C und zy € C. (z,) konvergiert genau dann gegen zp, wenn gilt:

|2n — 20| "= 0
2L Re(zn) "=° Re(20) A Tm(z,) "= Tm(z0)
Auferdem ist (z,) genau dann eine Cauchyfolge, wenn gilt:

Ve > 03ng € NVn,m > ng : |z, — zm| < €

Also nach Cauchykriterium genau dann, wenn (z,) konvergent ist.

Satz 16.1 (Produkte und Quotienten von Folgen)
Seien (2,), (wy) Folgen in C mit z, "= zg, wy, "—5- wo.

(1) Es gilt:

n—00
ZnWn — ZoWo

(2) Ist 2o # 0, so existiert ein m € N:Vn >m : z, # 0 und:

1 nooo 1
R % R
Zn Z0

Beweis
Wie in Ana I. -
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16. Folgen, Reihen und Potenzreihen in C

Definition

Sei (zy,) eine Folge in C, sy, := 21 + -+ + z,(n € N). (s,,) heifst unendliche Reihe und wird
mit Y > | z, bezeichnet.

Y02 | zp heift genau dann konvergent (divergent), wenn (s,) konvergent (bzw. divergent)

ist. Im Konvergenzfall gilt:
oo

Z zp = limsup s,

n—00
n=1

Die Definitionen und Sétze der Paragraphen 11, 12, 13 aus Ana I gelten wortlich auch in C, bis
auf diejenigen Definitionen und Sétze, in denen die Anordnung auf R eine Rolle spielt (z.B. das
Leibniz- und das Monotoniekriterium).

Beispiele:
(1) Sei z € C. 377, 2" heifit geometrische Reihe.
Fall 1: Ist |z| < 1, dann gilt:

oo
Z |z|" konvergiert

n=0

o0
= Z 2" konvergiert absolut
n=0

o
= Z 2" konvergiert
n=0
Fall 2: Ist |z| > 1, dann gilt:
n n n—oo
2" = [z"] # 0

n—oo

=z" A 0

o
= Z 2" divergiert
n=0

Ist |z| < 1, so zeigt man wie in R:

o

Y=

n=0 —F
(2) Betrachte Y0 (1. Fiir alle 2 € C gilt:

— |2|"
g — konvergiert
n!

n=0

o0 n
z
= E — konvergiert absolut
n!
n=0

Fiir alle z € C definiere die (komplexe) Exponentialfunktion wie folgt:

[o.¢]
Zn
e = 7‘
n:

n=0
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16. Folgen, Reihen und Potenzreihen in C

(3) Wie in Beispiel (2) sieht man, dass Y 2 ,(—1)" 2" und Yo (=1 2 fiir alle z € C

(2n ! (2n+1)!
absolut konvergieren.
Dadurch lassen sich auch Cosinus und Sinus auf ganz C definieren:

o 2n
z
COs 2 1= Z(—l)”

|

ot (2n)

i( ) L2041

sin z := —

ovard (2n+1)

Satz 16.2 (Eigenschaften von Exponentialfunktion, Cosinus und Sinus)
Seien z,w € C,z = x + iy mit z,y € R. Es gilt:

(1) e = e*e"

(2) €% = cosy + isiny, insbesondere ist: |e”| =1
(3) €* = e%e™ = e%(cosy + isiny)

(4) cos(z) = iz*';ﬂ.z,sin(z) — ¢feT

24
e . - t _ —t gt t
Insbesondere ist fiir alle ¢ € R : cos(it) = ¢t =% oo, sin(it) = ¢ ;Z et I2%% _xo

Also sind Cosinus und Sinus auf C nicht beschrankt.

(5) Vk € Z: e#12mik = ¢2
(6) e =1 <= 3k e€Z:z=2kmi

(7) e™+1=0

Beweis
(1) Wie in Ana L.

Nachrechnen!

Folgt aus (1) und (2).
Nachrechnen!

Es gilt:

. (1) .
ez+2k7r7, \ eze2k7r7,

@ e*(cos(2km) +isin(2km))
=1 =0
= e” ist auf C nicht injektiv!

(6) Die Aquivalenz folgt aus Implikation in beiden Richtungen:

, <= Folgt aus (5) mit z = 0.
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16. Folgen, Reihen und Potenzreihen in C

, = Sei z = +iy mit z,y € R. Es gilt:

1 =e¢* =e"(cos(y) + isin(y)) = e cos(y) + ie” sin(y)

Daraus folgt:
sin(y) =0 = Jj€Z:y=jn

Und damit:

1 = e”cos(jm) = e*(—1)
— 2 =0A3keN:j=2k

Also ist z = 12km.

(7) Es gilt:
gim & cos(m) +isin(m) = —1 -
Beispiel
Im Folgenden wollen wir alle z € C bestimmen, fiir die sin(z) = 0 ist. Es gilt:
sin(z) =0 192 iz _ iz

lgi(;) 62iz — e—izeiz — e0 -1

29 3k e 72 20z = i2kr

> z=kr

Der Sinus hat also nur reelle Nullstellen.

Definition
Sei (an) ein Folge in C und zp € C. Y07 an(z — 29)" heifit eine Potenzreihe (PR). Sei nun:

p = limsup V/|ay|

Dabei ist p = oo, falls {/|ay| unbeschriankt ist. Dann heifit

0 ,fallsp=oc

r:=q00 ,fallsp=0
1

5 ,falls 0 < p < 00

der Konvergenzradius (KR) der PR.

Satz 16.3 (Konvergenz von Potenzreihen)
Yooy an(z — 20)" und r seien wie oben.

(1) Ist r = 0, so konvergiert die PR nur fiir z = z.
(2) Ist r = oo, so konvergiert die PR absolut fiir alle z € C.

(3) Sei 0 < 7 < oo. Es gilt:
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16. Folgen, Reihen und Potenzreihen in C

(i) Ist z € Cund |z — 29| < 7, so konvergiert die PR absolut in z.
(i) Ist z € C und |z — 29| > r, so divergiert die PR in z.

(iii) Ist z € C und |z — 29| = r, so ist keine allgemeine Aussage moglich.

Beweis
Wie in Ana L.
Beispiele:
(1) Die PR > ° ;2™ hat den KR r =1 und es gilt:
o0
Z 2" konvergiert < |z| <1
n=0

(2) Die PR )7 %5 > hat den KR 7 = 1. Fiir |2| = 1 gilt:

Also konvergiert > °° %5 absolut. Insgesamt gilt also:

nOn

Z — konverglert — |2| <1

(3) Die PR Y 7 = " hat KR 7 = 1, divergiert in z = 1 und konvergiert in z = —1.

(4) Die PRen

& N & Z2n > Z2n+1
il —1)" 1y
L Sovgn Sorge

haben jeweils KR r = oo (siehe 16.3).
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17. Normierte Raume, Banachraume,
Fixpunktsatz

In diesem Paragraphen sei K stets gleich R oder C und sei X ein Vektorraum (VR) tiber K.

Definition
Eine Abbildung || - || : X — R heift genau dann eine Norm auf X, wenn folgendes erfiillt ist:

(1) Vee X :||z]| >0und ||z|| =0 <= =0

(2) Ve e X,a e K: |laz| = |af - ||zl

(3) Vo,y € X : [lo+yll < [lzll + llyll
In diesem Fall heift (X, || - ||) ein normierter Raum (NR).
Beispiele:

(1) Sein e N, X =K" und fir z = (z1,...,z,) € X die euklidische Norm gegeben:

]2 :=

Dann ist (K", || - ||2) ein normierter Raum (vgl. §1).

(2) Sei X = Cl|a,b] und fiir f € X seien die folgenden Normen gegeben:

b
1l = / ()] de

I1= ) [ e o
[flloo := max{|f(z)| : € [a,b]}
Leichte Ubung: (X, - ||1), (X, ] - |l2) und (X, || - ||oc) sind NRe.
(3) Sei K C R™ kompakt, X := C(K,R™) und sei fiir f € X die Norm
[flloo := max{|[f(z)[| : = € K}

Leichte Ubung: (X, || - ||e) ist ein NR.

Fiir den Rest dieses Paragraphen sei X stets ein NR mit Norm || - ||.

Bemerkung: Wie in §1 zeigt man die umgekehrte Dreiecksungleichung:

Vo,y € X [lz] = llylll < [lz -yl
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17. Normierte Raume, Banachraume, Fixpunktsatz

Definition

(1) Sei (x,) eine Folge in X. (x,) heifst genau dann konvergent, wenn ein zy € X existiert
fiir das gilt:

&, — o] "= 0

In diesem Fall ist zg eindeutig bestimmt und man schreibt x,, nIe xg oder limy, oo T, =
xo. zo heilt Grenzwert oder Limes von (z,,).

(2) (xy) heift genau dann divergent, wenn (z,,) nicht konvergent ist.
(3) (xy) heifit genau dann eine Cauchyfolge (CF), wenn gilt:

Ve > 03ng =no(e) E Nt ||zy —am| <e Vn,m >ng

(4) Sei xg € X und 6 > 0. Definiere:

Us(z) == {2 € X | | —aoll <5}

(5) Sei A C X. A heift offen, genau dann wenn gilt:
Ve € A6 =d(x) > 0: Us(x) C A

A heifst abgeschlossen, genau dann wenn X \ A offen ist.

Satz 17.1 (Eigenschaften von Folgen in normierten Rdumen)
Seien (zy,), (yn) Folgen in X, (o) Folge in K, z,y € X und A C X.

(1) Gilt z, = =,y — y und a,, » a € K so folgt:
Tn+tyn —r+y Qp Ty — |lzn|| — |||
D.h. die Addition und Skalarmultiplikation sind stetig.
(2) Ist (x,) konvergent, so ist (x,) beschrankt, d.h.:
Je>0:VneN: |z, <c
und (z,,) ist eine CF.
(3) Genau dann wenn A abgeschlossen ist, gilt fiir jede konvergente Folge (z,,) in A:

lim z, € A

n—o0

(4) Sei (X,|| - |loo) Wie in obigem Beispiel (3). Dann gilt fiir (f,) in X und f € X, dass
(fn) genau dann auf K gleichméfig gegen f konvergiert, wenn gilt:

£ = flloo "= 0
i<=Ve>03ng eN: ||fu(z) — f(x)|]|<e VYVn>neVzeK

65



17. Normierte Raume, Banachraume, Fixpunktsatz

Beweis
(1) Wie im R™.
2) Wie im R".

(2)
(3) Wie im R™.
(4)

4) In der groRen Ubung. n
Beispiel
Sei X = C[—1,1] mit ||fl|2 := f}l |f(z)|? dz. Definiere die Folge (f,) wie folgt:
-1 ,-1<z<-1
VneN: fo(z)=¢nz ,-l<z<d
1 L<gp<i

n

Dann ist klar, dass f, € X fiir alle n € N. In den grofen Ubungen wird gezeigt:
(1) (fn) ist eine CF in X.

(2) Es existiert kein f € X mit [|f, — flla = 0

Definition
X heiflt ein Banachraum oder vollstidndig, genau dann wenn jede CF in X einen Grenzwert
in X hat.

Beispiele:

(1) Sei X = K", [|z[2 = /> i_; |;|*. Dann folgt aus §2, dass (X, || - [2) ein BR ist.
(2) Sei X =C[-1,1],||fll2 = fil |f(2)|?> dz. Dann ist (X, | - ||2) kein BR.

(3) Sei (X, || - ||oo) Wie in 17.1(4). In den grofien Ubungen wird gezeigt, dass (X, || - ||e) ein
BR ist.

Satz 17.2 (Banachscher Fixpunktsatz)
Sei (X, - ||) ein BR, @ # A C X sei abgeschlossen und es sei F': A — X eine Abbildung
mit:

(i) F(A)c A
(ii) F ist eine Kontraktion, d.h.:
L€ [0,1):Vz,yc A: |F(z) — F(y)| <L |z -yl

Dann existiert genau ein * € A mit F(z*) = z*.
Ist 29 € A beliebig und (z,,) definiert durch x,41 := F(zy) (n > 0), so ist x, € A fiir alle
n € N und es gilt:

n—o0
Typ — X

Weiter gilt fiir alle n € N:

n

1-L
Diese Folge heifst Folge der sukzessiven Approximationen.

s — 2™ < 1 = o]
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17. Normierte Raume, Banachraume, Fixpunktsatz

Beweis
Sei xp € A und (z,,) wie oben definiert. Es gilt:

oz — 21l = [ F(21) - Fl@o)l| < L a1 — ol
Induktiv lasst sich zeigen:

Vk € No ¢ ||2psr — il < LF - ||l21 — o]
Seien nun m,n € N und m > n, dann gilt:

|zm — nll = [[(@m — Tm—1) + -+ (Tnt1 — zn) ||
< zm = Tm-1ll + - + [[Tns1 — 20|
< L™ Moy — ol + -+ + L™lwr — ol
= (LM L) - = o]
= (L4 LY o —

< L") L)+ [lay — o

=0
Ln
=77 llz1 — ol

Also ist (xy,) eine CF. Da X aufierdem BR ist, existiert ein z* € X mit z,, — z*. Wegen
(r,) € A und A abgeschlossen ist aufserdem z* € A.
Festes n und m — oo liefert aus obiger Gleichung:

n

1-L

Vn e N: ||z, — 2| < |1 — xo]]

Fir F(z*) gilt also:

1F(2") — ™| = [ F(2%) = nt1 + ng1 — 27
< [[F(2") = zngall + lznsr — 27|
= [[F(") = Fza)ll + [2nt1 — 27

n— o0

< Llja” = @nl + lzngr — 2™ "=70

Daraus folgt:
|F(z*) — 2| =0 <= F(z") =2a"

Sei nun z € A und F(z) = z. Es gilt:

2" — 2| = |F(2") — F(2)|| < Lfjz" — =]
= (1-L)||lz*—2|| <0
=" =z

Also ist x* eindeutig,. n
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18. Differentialgleichungen: Grundbegriffe

In diesem Paragraphen seien I, J, ... immer Intervalle in R.

Erinnerung: Seien p,k € N. Eine Funktion y = (y1,...,yp) : I — RP heift k-mal (stetig) db,
genau dann wenn ¥y, ..., Y, k-mal auf I (stetig) db sind.

In diesem Fall ist y(9) = (y&j), . ,yl()j)) (J=1,... k).
Definition
Seien n,p € N, sei weiter D CR x RP x - x RP und F' : D — RP? eine Funktion.
—_———
n+1 Faktoren
Eine Gleichung der Form:
F(z,y,...,y") =0 (i)

heifst eine (gewdhnliche) Differentialgleichung (Dgl) n-ter Ordnung.
Eine Funktion y : I — RP heift eine Losung (Lsg) von (i), genau dann wenn y auf I n-mal db,
fiir alle z € I, (z,y(z),...,y"™(z)) € D ist und gilt:

Veel: Fz,y(x),. ..,y (z) =0
Beispiele:

(1) Sein = p =1, F(z,y,2) = z+ £ und D = {(w,y,z)e]R?’}x#O}, dann ist die

zugehorige Dgl:
Y

y+=-=0
€T

ZB.ist y:(0,00) = R,y(x) = % eine Losung der Dgl.
Weitere Losungen sind:
y:(0,1) = R,y(x) =0
3
y:(=00,0) = R,y(z) = —

(2) Sei n =1,p =2 und folgende Dgl gegeben:

/
r_ (Y1) _ [ Y2
/ <y2> ( Z )
Dann ist 4 : R — R?, y(x) := (cos x,sinx) eine Losung der Dgl.

Definition
Seienn,p e NNDCRXRP x---xRPund f: D — RP.
—_—

n Faktoren

Eine Gleichung der Form:
y(n) = f(x7 y? A 7y(n71)) (ii)

heiftt explizite Differentialgleichung n-ter Ordnung.
(hier gilt: F(z,y,...,y"™) =y™ — f(z,y,...,y"D))
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18. Differentialgleichungen: Grundbegriffe

Definition
Seien p,n, D und f wie oben. Weiter sei (zo,yo, ..., Yn—1) € D fest.
Dann heift:

{y(m = f(z,y,...,yD) (iii)

y(20) = Yo, .- -,y D (20) = Yn-1

ein Anfangswertproblem (AwP).
Eine Funktion y : I — RP heift eine Losung des AwP (iii), genau dann wenn y eine Losung
von (ii) ist und gilt:

y(.’EQ) = Yo, - - 7y(n71)(m0) = Yn—1
Das AwP heifst eindeutig 16sbar, genau dann wenn (iii) eine Losung hat und fiir je zwei
Losungen y : I — RP 3 : J — RP von (iii) gilt:

Veelnd:y(x)

y(x)
(Beachte: zg € I N J)

Beispiele:
(1) Sei n =p =1 und das folgende AwP gegeben:

{y’ =2y/lyl

y(0) =0
Dann sind:

y:R—= R,z — 22
y:R—>Rz—0

Losungen des AwP.

(2) Sei n =p =1 und das folgende AwP gegeben:
Y=y
y(0) =1

y:R>R,z—€e°

Dann ist:

eine Losung des AwP. In §19 werden wir sehen, dass dieses AwP eindeutig l6sbar ist.
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19. Lineare Differentialgleichungen 1.
Ordnung

In diesem Paragraphen sei I C R ein Intervall und a,s : I — R stetig. Weiter sei J C [ ein
Teilintervall von I.
Definition
Die Differentialgleichung
y' = a(@)y + s(z) (%)

heifst lineare Differentialgleichung 1. Ordnung. Sie heifft homogen, falls s = 0, anderen-
falls heifst sie inhomogen. s heifst Stérfunktion.

Wir betrachten zunéchst die zu (%) gehérende homogene Gleichung:

y' = a(x)y (H)
Aus Ana I 23.14 folgt, dass a auf I eine Stammfunktion A besitzt.

Satz 19.1 (L6sung einer homogenen linearen Dgl 1. Ordnung)
Sei y : J — R eine Funktion. y ist genau dann eine Lsg von (H), wenn ein ¢ € R existiert
mit:

Beweis
, <= Es existiere ein ¢ € R, sodass y(x) = ceA® fiir z € J. Dann gilt:

VeeJ:y(z) =c e@ . Az) = a(x) c- e = a(z)y(x)

, = Sei g(z) := 6%?’2) Nachrechnen: Vz € J : ¢'(z) =0
Aus Ana I folgt, dass ein ¢ € R existiert, sodass fiir alle x € J gilt g(x) = c. n

Satz 19.2 (Eindeutige Losung eines Anfangswertproblems)
Sei xg € I,y € R. Dann hat das

AwP {y’ = a(x)y
Z/(xo) =1%o

auf I genau eine Losung.
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19. Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung

Beweis
Sei c € Ryy(x) =c-e
Auflerdem gilt:

A[®) fiir alle # € I. Dann folgt aus 19.1, dass y eine Losung von (H) ist.

Yo = y(zo)
= yg = c- A0
< c=1yp- P ) =

Beispiel
Sei das folgende AwP gegeben:

{ " =sin(x)y
y(0) =1

Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung ' = sin(x)y ist fiir ¢ € R:

— cos(x)

y(@)=c-e

Auflerdem gilt:

Also folgt ¢ = e und damit ist die Losung des AwP y(z) = el=005(®),

Nun betrachten wir die inhomogene Gleichung

Y =a(z)y + s(x) (IH)
Fiir eine spezielle Losung g, von (IH) macht man den Ansatz y,(z) = c(z) - eA®) mit einer
(unbekannten) db Funktion c. Dies heifft Variation der Konstanten.
Mit diesem Ansatz gilt:
yh(z) = () - A 4 e(z) - e - a()
|
= a(z)ys(x) + s(z)
= a(z)c(z) - e + s(z)
Dies ist dquivalent dazu, dass gilt:
d(x)- e = s(x)
— d(z) = s(z) - e 4@
— c(x) = /s(:c) e 4@ gy
Ist also ¢ eine Stammfunktion von s - e, so ist ys(x) := c(z) - eA®) eine Losung von (IH).
Insbesondere besitzt (IH) auf I Losungen.
Beispiel
Sei folgende inhomogene Gleichung gegeben:
y' = sin(z)y + sin(z) (%)
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19. Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung

Der Ansatz ys(z) = c(z) - e cos() fijr eine spezielle Losung von (%) liefert wie oben:
c(x) = /sin(m) . e%08(2) g = —ecos(@)

Dann ist y,(z) = —es(®) . g=cos(z) = _1,

Definition
Definiere die Losungsmengen:

Ly :={y:I— R|yist eine Losung von (H) }
Lig:={y:I— Ry ist eine Losung von (IH) }

16.1 = Ly = {c-eA | CER}. Bekannt: Ly # 0.

Satz 19.3 (LGsungen)
Seiys € L, xo € I,yp € R.

(1) yeLig <= Iy € Lg:y=yn+ys

(2) Das
. {y = a(x)y + ()
y(xo0) = yo

hat auf I genau eine Losung

Beweis
Leichte Ubung! n

Beispiele:
(1) (I =R) Bestimme die allg. Losung von

y =2ay+uw (%)

1. Bestimme die allg. Losung der Gleichung vy = 2zy: y(x) = ce®’ (c e R).

2. Bestimme eine spezielle Losung von (x): ys(z) = ce® mit c(z) = fa:e_””2 = —3e
Also: yy(z) = —3

3. Die Allgemeine Losung von (x) lautet:

(2) Lose das AwP:

1 x?

Losung des AwPs: y(z) = —5-” — 1.
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20. Differentialgleichungen mit getrennten

Veranderlichen

In diesem §en seien I, J C R Intervalle, f € C(I),g € C(J),z¢ € I und yo € J.

Definition
Die Differentialgleichung:

y' = f(x)g(y)

heifst Differentialgleichung mit getrennten Verinderlichen.
Wir betrachten auch noch das

Satz 20.1 (Losungen)
Sei yo € JY (also ein innerer Punkt von J) und g(y) # 0 Vy € J.
Dann existiert ein Intervall I, mit xg € I, € I und:

(1) Das AwP (ii) hat eine Losung y : I, — R.

/yj(x)g(lt) dt:/x:f(t) dt

u =1y auf U (wobei y die Losung aus (1) ist).
Insbesondere ist das AwP (ii) eindeutig l6sbar.

(2) Die Losung aus (1) erhélt man durch Auflésen der folgenden Gleichung nach y(x).

(%)

(3) Sei U C I ein Intervall und w : U — R eine Losung des AwPs (ii), so ist U C I, und

Beweis
Definiere G € C'(J) und F € C(I) durch:

Gly) = /y:g(lt) at Flz) = x:f(t) at

Dann ist G' = %,F' = fund F(z9) = 0= G(yo).
Da fiir alle y € J gilt:

G'(y) = —=#0
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20. Differentialgleichungen mit getrennten Verdnderlichen

ist entweder G’ > 0 auf J oder G’ < 0 auf J.
Also existiert die Umkehrabbildung G~ : G(J) — J, K := G(J) ist ein Intervall und es gilt:

yo € J° = 0=CG(y) € K°
= J>0:(—¢,e) CK

Da F stetig in xq ist, existiert ein § > 0 mit:

|F(z)| = |F(x) — F(zo)| <e Va & Us(xo) NI =: M
My ist ein Intervall, o € My C I und F(Myp) C K. Sei

M:={ M CI|M ist Intervall,zo € M, F(M) C K }

Da My € 9 ist, ist M # (. Sei

Ly=|J M

Mem
dann ist I, € 9. Definiere nun y : I, — R durch:

y(z) == G~ (F(x))
so ist y auf I, differenzierbar und es gilt:
y(zo) = G™H(F(z0)) = G~1(0) = o
Weiter gilt:

Veel:Gy(z)) =F(z

~—

—
+

~—

also gilt (). Differenzierung von (+) liefert:

Va € Iy, : G'(y(2)y (z) = F'(z)

= Vr el

(3) Esist u/(t) = f(t)g(u(t)) fiir alle t € U und u(U) C J. Daraus folgt:

_u'(t)
0= Sy
— F(a) = / F(t) dt = / g?u((i))) dt
s =u(t) (e
Subst- I qs = u'(t) dt = / “ g(ls) ds = G(u(x))
t=1z0 = s=u(zo) = Yo
Also: Vo € U : F(x) = G(u(z)). Somit gilt:
FU) =GuU))CGJ)=K
D.h. U € M und daher ist: U C I,.
Weiter gilt:
Ve € U :u(x) = G HF(x)) = y(x) -
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20. Differentialgleichungen mit getrennten Verdnderlichen

Fiir die Praxis: Trennung der Verdnderlichen (TDV):

Y= fw)g)
d
— 90 = f(z) dz

R /g?;//):/f(x) dz + (i)

Die allgemeine Losung von (i) erhélt man durch Auflésen der Gleichung (iii) nach y.
Zur Losung von (ii) passt man die Konstante ¢ der Anfangsbedingung y(zp) = yo an.

Beispiele:
(1) Seiy’ = 2ze~ Y. Dann gilt:

2 9pe Y
e xe
—e¥dy =2z do

— /eydy:/Qxdx—l-c

el =x*+c
— y = log(z? +¢)
Ist z.B. ¢ = 0, so ist y(z) := log(x?) eine Losung auf (0,00), oder y(x) = log(z?) ist eine
auf (—o0,0).
c=2:y(z) = log(x? + 2) ist eine Losung auf R.
c=—1:y(x) =log(xz? — 1) ist eine Losung auf (1,00).
Lose das

/: 2 -y
AwP y ve
y(1) =1

Allg. Losung der Dgl:

y(x) = log(z® + ¢)
= 1=y(1) =log(l+¢)
—e=14c < c=e—1

y(x) = log(x? + e — 1) ist Losung des AwPs auf R.
(2) ¥ =i~ - 1;'—23” Trennung der Verdnderlichen:

dy _ @ 1ty
de 1—z 32

2 2
Yy T
dy = d
y+1 4 z—1 v
% 22
— 5—y+log(1+y)=?—i-x—i-log(a:—l)—i—c

(Losungen in impliziter Form)
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21. Systeme von Differentialgleichungen 1.
Ordnung

In diesem Paragraphen sei D C R"*! und f = (fi,...,fn) : D — R™ Fiir Punkte im R"*+!
schreiben wir (z,y), wobei € R und y = (y1, ..., yn) € R™.

Definition
Ein System von Differentialgleichungen 1. Ordnung hat die Form:

yl - fl(x)ylw"?yn)
Yy = f2(T, 91, Yn)

oder kurz: y' = f(x,y) (i)
y;z = fn(wv Yiy--- 7yn)
Wir betrachten auch noch das
’_
AwP Y T f(@.y) (wobei (xo,yo) € D) (ii)
y(wo) = yo

Satz 21.1 (Integralgleichung zur Losbarkeit eines Anfangswertproblems)
Sei I C R ein Intervall, D := I x R*,z, € I,yo € R® und f : D — R" sei stetig. Fiir
y € C(I,R") gilt:
x
y ist eine Losung des AwP (ii) <= Vx € [ :y(x) =yo + / f(t,y(t))dt
o

In diesem Fall ist y € C*(I,R").

Beweis
, = BEsgilt: ¢/ (x) = f(z,y(z))Va € I; da y und f stetig sind, folgt: v’ € C(I,R). Weiter:

/ £t y()dt = / Y (Bt = y(z) — y(wo) = y(z) —yo Va € 1.

Bringt man yg auf die linke Seite, ergibt sich die Behauptung.

) =0+ / " F(t ()t

Aus dem zweiten Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung folgt: y ist auf I diffe-
renzierbar und

, <= Es gelte fiir alle z € I:

x

v@) = [ feye)t = fay) veer

Zo

Also erfiillt y die Differentialgleichung. Klar: y(x¢) = yo. Also 16st y das AwP. n
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21. Systeme von Differentialgleichungen 1. Ordnung

Definition
Es sei weiterhin D C R™!. Sei f: D — R"™ eine Funktion.

(1) f geniigt auf D einer Lipschitz-Bedingung beziiglich y

= 3L >0:V(z,y), (z,9) € D: |[f(2,y) = f(z,9)]| < Llly - 9]

(2) f geniigt auf D einer lokalen Lipschitz-Bedingung beziiglich y

: <= Va € D3Umgebung U, : f|,,, geniigt einer Lipschitz-Bedingung bzgl. y

Satz 21.2 (Satz iiber die a-Norm)
Sei I = [a,b] CR,z, € I und fiir y € C(I,R") sei ||y]|oo := max{||y(z)| : x € I} wie in §17
(also ist (C(I,R™),|| - ||oc) ein Banachraum).

Sei @ > 0 mit pq(z) := e~ =20l (z € I).
Fir y € C(I,R") sei ||y[la := max{ga(z) - [y(2)] : © € I}.
Dann:
(1) || - ||« ist eine Norm auf C(I,R™).
(2) Seien ¢; := min{pq(z) : v € I}, co := max{ps(z) : © € I}. Es gilt:

cllylloo < llYlla < c2llylle vy € C(I,R™)

(3) Sei (gx) eine Folge in C(I,R™) und g € C(I,R").
(i) Es gilt:
k k
gk = glla “=° 0 <= gk — glloo "=~ 0

<= (gx) konvergiert auf I gleichméfig gegen g

(i) (gx) ist eine Cauchy-Folge in (C'(I,R"™), ||-||«), genau dann wenn (g) eine Cauchy-
Folge in (C'(I,R™), | - ||oo) ist.

(iii) (C(I,R™),] - |la) ist ein Banachraum.

Beweis
(1), (2) Nachrechnen.

(3) (i) und (ii) folgen aus (2); (iii) folgt aus (i) und (ii). n

Bezeichnung: EuE = Existenz und Eindeutigkeit.
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21. Systeme von Differentialgleichungen 1. Ordnung

Satz 21.3 (EuE-Satz von Picard-Lindel6f (Version I))
Sei I = [a,bl,z, € I,yo € R",D := I x R", f € C(D,R") und f geniige auf D einer
Lipschitz-Bedingung beziiglich y.

Dann ist das

AwP {y/ = f(x,y) (ii)
y(zo) = Yo

auf I eindeutig losbar.

Ist go € C(I,R™) und (gi) definiert durch
gk—i—l(x) =Y +/ f(tvgk(t))dt (:U €lk> O)a
Zo

dann konvergiert (g) auf I gleichméfig gegen die Losung des AwPs (ii).
(gn) heifst Folge der sukzessiven Approximationen.

Beweis
Da f auf D einer Lipschitz-Bedingung geniigt, gilt:

AL >0 f(z,y) — fz,9)] < Llly =gl V(z,y),(2,9) € D.

Es sel a 1= 2L; ¢, und || - |4 seien wie in 21.2, X := C(I,R"). Definiere F' : X — X durch

(F()(x) = yo + / "t y(6)dt

Fir y € X gilt dann:
y ist Losung des AwP <= F(y) =y

Fo) =y = y@)=w+ [ [y Vocr
xo
24 y 16st das AwP (ii)
Wir zeigen: |[F(y) — F(2)|la < 3lly—2zlla  Vy,2 € X. Alle Behauptungen folgen dann aus 17.2.
Seien y,z € X,z € I. Dann ist
I(E () () = (F(2) ()| = ‘

12.4
<

/jﬁf (t.y(t)) = F(t, (1)) dtH

0

[ Isteno) = .ol at

[t == dt\

<

=L

[ 1wte) =<0 dt]
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21. Systeme von Differentialgleichungen 1. Ordnung

r 1
:L/ y(t) — 2(t gpat'dt‘
5 ly(t) = 2(t)lpalt) RO
r 1
<tf [l sl s ¢
o (p&(t>
|
< L|ly — z||a / — dt‘
ly — 2| - ea®

2yl (5 1)

1 1
< Sy = 2la—

Pa(T)
Also gilt:
IF@)@) ~ (FE)@I < gy~ e YreT
y)(x) — (F) (@) < =|ly — 2|l x
2 ©alz)
1
= @a(@)[[(F(y))(2) = (F)@) = 5lly = 2lla Voel
Fazit: || F(y) — F(2)]la < 3]y — 2] u
Frage: Warum haben wir in obigem Beweis nicht die || - ||co-Norm benutzt?

wie oben
R

I(F(y))(x) = (F(2)) ()]

mew—aww4

xT
/|w—4ua]
zo
€T
/1&]
zo

= Ly = 2|lsc|lz — 0|
<Lb—-a)lly—2l|lc Vel

<L

< Llly — zlloo

Dann: ||F(y) — F(2)]lco < L(b—a)|ly — 2|loo I.A. wird L(b — a) nicht kleiner 1 sein!

Beispiel (zu 21.3)
Zeige, dass das

auf R genau eine Losung hat.

Sei a > 0 und [ := [—a,al; f(z,y) = 2z(1 + y). Dann gilt Va € I,Vy,y € R:
= 2z|ly — 9|
< 2aly — gl
Aus 21.3 folgt dann: das Anfangswertproblem hat auf I genau eine Losung y : [—a,a] — R.
Setze nun go(x) := 0 und (gi) sei definiert wie in 21.3. Induktiv sieht man (Ubung!):
o, RN 22k
gk(x)fx +E+§+.”+ﬂ
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21. Systeme von Differentialgleichungen 1. Ordnung

Aus 21.3 folgt: (gr) konvergiert auf I gleichméfig gegen y.

Aus Analysis I folgt: (gx) konvergiert auf I gleichméfig gegen e’ — 1.
Also: Lésung des AwPs auf [—a, a]: y(z) = ¢ — 1.

Es war a > 0 beliebig, also ist y(z) = e — 1 die Losung des AwPs auf R.

Ohne Beweis:

Satz 21.4 (EuE-Satz von Picard-Lindel6f (Version IT))
Sei I = [a,b] CR,zg € I,yo € R", s > 0, es sei

Di={(vy) eR™ [z el y—yol <s}
und f € C(D,R"). Weiter sei
M = max{|[f(z,y)|| : (z,y) € D} >0
und f geniige auf D einer Lipschitz-Bedingung beziiglich y. Auflerdem sei

s s
=1 [ - — + —
d M {20 ]\4’x0 M

Dann hat das

AwP {y/ = f(l"y)
y(wo) = yo

auf J genau eine Losung.

Ohne Beweis:

Satz 21.5 (EuE-Satz von Picard-Lindel6f (Version III))
Es sei D C R"*! offen, (z0,40) € D,f € C(D,R") und f geniige auf D einer lokalen
Lipschitz-Bedingung beziiglich y.

Dann hat das
’_
awpd?V =1 (z,y)
y(wo) = yo

genau eine Losung.

(Nochmals, das heift: Das AwP (ii) hat eine Losung y : J — R" C R Intervall) und fiir

(J In
je zwei Losungen § : J — R, § : J — R von (i) gilt: § = § auf JNJ (J,J Intervalle in R))

Definition
Sei y : J — R™ (J C R ein Intervall) eine Losung des AwPs (ii).
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21. Systeme von Differentialgleichungen 1. Ordnung

y heifst nicht fortsetzbar, genau dann wenn aus § : J— ]R”(j ein Intervall in R) ist Losung
von (ii) stets folgt, dass J C J und auf J g = y ist.

Satz 21.6 (Eindeutigkeit einer nicht fortsetzbaren L&sung)
Es seien D, (zo,y0) und f wie in 21.5. Dann besitzt das AwP (ii) eine eindeutig bestimmte,
nicht fortsetzbare Losung.

Beweis
Es sei
M= {(y, 1) : Iy € R Intervall, g € I,y : I, = R" ist Losung von (ii)}

Aus 21.5 folgt, dass M # O ist und fiir (y1, Ly, ), (y2, Ly,) € M gilt: y1 = y2 auf I, N I,,.
= 1
(y,1y)em

ist ein Intervall. Definiere y : I — R" wie folgt: zu x € I existiert ein (y1,1y,) € M, sodass fiir
x € Iy, gilt: y(z) == yi1(x).

Ubung: y : I — R™ leistet das Gewiinschte. =
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22. Lineare Systeme

In diesem Paragraphen sei I C R ein Intervall, zg € I,yo € R", D :=1 x R",b: I — R” stetig
und A : I — R™ " ebenfalls stetig (d.h. fiir A(z) = (ajx(x)) sind alle a;), : I — R stetig).
Hier ist fiir alle z € I und y = (y1,...,yn) € R™

f(z,y) = A(x)y + b(z)

Definition
Das System von Differentialgleichungen:

Y = Az)y + b(x) (S)

heifst ein lineares System. (Fall n = 1 siche §19.)
Ist b =0, so heift (S) homogen, anderenfalls inhomogen.
Neben (S) betrachten wir auch noch das zu (S) gehorige homogene System

y' = Az)y (H)
und das
AP {y = A(z)y + b(x) )
y(wo) = yo

Satz 22.1 (Losungen)
(1) (A) hat auf I genau eine Losung.

(2) Das System (S) hat Losungen auf I.

(3) Ist J C I ein Intervall und g : J — R"™ eine Losung von (S), so gibt es eine Losung
y: I — R" von (S) mit g =y auf J.

(4) Sei ys : I — R™ eine spezielle Losung von (S), dann ist y : I — R"™ genau dann eine
Losung von (S) auf I, wenn eine Losung yp, : I — R™ von (H) existiert mit:

Y=Yn+tYs

Bemerkung 22.2
Wegen 22.1(3) gehen wir immer davon aus, dass Losungen von (S) auf ganz I definiert sind.

Beweis

(1) Fall 1: I = [a, D]
Esist f(z,y) = A(x)y + b(x). Sei L := max{||A(x)| : = € I}. Fir alle (z,y), (z,y) € D
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(4)

22. Lineare Systeme

gilt:
1f (2, y) = f@,9)] = [[A(z)(y =)l

§1 B
<A@ - ly — Il
<Lly-1l

Die Behauptung folgt aus 21.3.

Fall 2: I beliebig.

Sei M := { K C I | K ist kompaktes Intervall, o € K }. Dann ist I = |Jxecqn K.

Ist © € I, so existiert ein K € M mit x € K. Nach Fall 1. hat das AwP auf K genau eine
Losung yx : K — R™. Definiere nun y : I — R" wie folgt:

y(z) == yx(z) (*)

Sei K € M mit = € K und sei Y die eindeutig bestimmte Lésung von (A) auf K. Dann
ist yx = yi auf KN K, also:

D.h. y ist durch (*) wohldefiniert.

Leichte Ubung: y ist auf I db und lést das AwP auf I.

Sei g : I — R™ eine weitere Losung von (A) auf I und sei « € I. Dann existiert ein K € 9t
mit z € K und nach Definition gilt y(z) = yx(x). Da i eine Losung des AwPs (A) auf
K ist, gilt nach Fall 1.: § |x= yx Dann gilt also:

J(z) =7 |k (z) = yx(z) = y(z)

Folgt aus (1).

Sei & € J,n:=g(£). Dann ist g eine Losung auf J des AwPs

{y' = A(z) + b(=)
y()=n

Aus (1) folgt, dass das AwP auf I eine eindeutig bestimmte Losung y : I — R™ hat. Sei
xeJ.

Fall x = ¢:

In diesem Fall gilt:

(+)

Fall z > &
Sei K := [¢, z]. Da g und y Losungen des AwPs (+) auf [¢, z] sind folgt aus (1), dassy = ¢
auf K, also:

Fall x < &:
Sei K := [z,£]. Da g und y Losungen des AwPs (+) auf [z, ] sind folgt aus (1), dassy = ¢
auf K, also:

Leichte Ubung! n
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22. Lineare Systeme

Definition
Setze L := {y : I — R" : y ist eine Losung von (H) auf I }
(y =0 liegt in L)

Satz 22.3 (Losungsmenge als Vektorraum)
(1) Sind y™M,4® € L und o € R, so sind y) + y? € L und ayM) € L. L ist also ein
reeller Vektorraum.

(2) Seien y, ...,y*®) € L. Dann sind dquivalent:
(1) yD,...,y® sind in L linear unabhéingig.

(ii) Vz € I sind yM(z), ..., y*)(x) linear unabhingig im R™.

(iii) 3¢ € I :yM(€),...,y™ (€) sind linear unabhéngig im R”.

(3) dimL = n.

Beweis
(1) Nachrechnen

(2) Der Beweis erfolgt durch Ringschluss:
(i) = (ii) Sei x; € I. Seien ay, ..., € R und

0=aryW(a) + -+ ary® (z1)
o= a® ot agy®

Aus (1) folgt: g € L. Weiter ist ¢ eine Losung des AwPs

Da y = 0 dieses AwP ebenfalls 16st und aus 22.1 folgt, dass das AwP eindeutig 16sbar
ist, muss gelten:

Aus der Voraussetzung folgt dann:
aj=ay=---=qa =20
Also sind y™M (1), ...,y®) (21) sind linear unabhingig im R”.
(i) = (iii) Klar v/
(iii) = (i) Seien a,...,ar € R und 0 = ayy™ + --- + apy®, dann folgt:
0=cnyM (&) + -+ ary® (9

Aus der Voraussetzung folgt dann: oy = g = --- = a, = 0 Also sind y), ..., y(®)

linear unabhéngig in L.
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22. Lineare Systeme

(3) Aus (2) folgt, dass dimLL < n ist.

Fiir j =1, ...,n sei ) die eindeutig bestimmte Losung des AwPs

{y’ = A(x)y

(ej = j-ter Einheitsvektor im R").

y(wo) = €5
Dann sind y((z), ..., 5" (o) linear unabhingig im R™. Aus (2) folgt, dass y™1), ..., y*)
linear unabhéngig in L sind, also ist dimIL > n. n
Definition

Sei B : I — R™" B(x) = (bji(x)) fiir alle x € I.
B heifst differenzierbar auf I, genau dann wenn bjj, : I — R auf I differenzierbar sind (j, k =
1,...,n).
In diesem Fall ist
B'(x) := (j(z)) (z€1)

Definition
(1) Seien y, ...,y e L. yM, ... 4™ heift ein Lésungssystem (LS) von (H).

Y(2) = (y" (@), ...y (@)
(j-te Spalte von Y = 3\)) heifit Lésungsmatrix (LM) von (H).
W(z) :=detY(x)
heifst Wronskideterminante.
(2) Sei yM, ...,y ein Losungssystem von (H). Sind y™), ...,y linear unabhingig in L, so
heikt I, ...,y ein Fundamentalsystem (FS) und Y = (y(), ...,y() eine Funda-
mentalmatrix (FM).

(3) Ist yM, ..., ein FS von (H), so lautet die allgemeine Losung von (H):

y(z) = 01y(1)(x) + -4 cny(")(:):) (c1y..ycn ER)

Satz 22.4 (Zusammenhang FS, FM und Wronskideterminante)
yM, ...,y sei ein LS von (H). Y und W seien definiert wie oben. Dann:

1) Y'(z) = A(2)Y (z) Vael.

(2) ¥y, ...,y™ ist ein Fundamentalsystem von (H)
<= Y(z) invertierbar Va € I
< J €I:Y (¢ ist invertierbar
— Veel:W(x)#£0
— Fel:W(E) #O.

Beweis
(1) Nachrechnen
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22. Lineare Systeme

(2) folgt aus 22.3. n

Spezialfall: n = 2. A(x) = <21§3 ;a?;:l;)); a1,az : I — R stetig. Sei y™M = (y1,92) eine
2 1

Losung von
y = Alz)y (%)
auf I und y) # 0. Das heit:

Setze y? = (—ys,41). Dann ist:

A(z)y® = <—a1(x)y2 — az(»’v)yl) _ (—yé> _ <y(2)>'

—ag(x)y2 + a1 (x)y1 Y
Das heift: y(® 16st ebenfalls (%) auf I, oder: 3, y@ ist ein Losungssystem von ().

_ (n(z) —ya(2) _ _
Y(.’E) - (y;(m) y12(x) > 7W(x) - detY(x) - yl(‘r)z + y2($)2 #0

Mit 22.4 folgt: y(M, y? ist ein Fundamentalsystem von ().

Beispiel
0 -1

v =Ay ()

: yi) <—yz>
und y = (y1,y2). Also: = .
v = (y1,92) <y§ n

yD(z) = <COS($)> ist eine Losung von (%) auf R. y®)(z) := <

sin(z)

—sm(x)) ist eine weitere
cos(x)

Losung von (%) auf R. y(M, ) ist ein Fundamentalsystem von (). Allgemeine Lésung von ():

(&) = <c1 cos(z) — ¢ sin(a:;) 1.2 € ).

¢1 sin(x) + ¢g cos(x

Ohne Bewelis:

Satz 22.5 (Spezielle Losung)
Sei y(I, ..., y(™ ein Fundamentalsystem von (H), Y (z) sei definiert wie oben. Setze

yo(z) == Y (2) / V(@) b(z)dz (z € I).

Dann ist ys eine spezielle Losung von (S) auf I.

Wi(z) := det (y(l)(x), oy &V (@), b(2), y* D (), .., y™ (x)) (k=1,..,n)

Dann gilt: ys(z) = > 5, (f VV[(/]“(%) dﬂU) y®) ().
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22. Lineare Systeme

Beispiel
Bestimme die allgemeine Losung von

y = Ay + <_ Smm) : (+)

cos(z)

A:<(1) ‘01).

Bekannt: Fundamentalsystem der homogenen Gleichung 3’ = Ay:

06 = () o) = ().

wobei

cos(z) —sin(z)

= = cos?(z) 4 sin?(z) = 1.
Wiz) = sin(x) cos(z) | (z) + (@) =1
| —sin(z) —sin(z) |
Wi(z) = ‘ cos(r)  cos(x) ' =0
= | 7 2|

ys(x) := (/ 1dx> y () = 2y (z) = (;ii:}g?) ist eine spezielle Losung von (+).

Allgemeine Losung von (+):

o) = (i) +e2 (o)) + Gy

allg. Lsg. der hom. Glg. spez. Lsg.

_ (c1cos(x) — casin(x) — xsin(w) o
= <01 sin(x) + co cos(x) + x COS(x)) (c1,c2 € R)

, 0 -1 — sin(x)
Yl 0 vt cos(x)
Lose das AwP

Es gilt:

o0 = (Ll ot 0o = (2)

/~
o O
Nl
Il
—~

Also: ¢; = ¢g =0, d.h.: die Losung des AwP ist: y(z) = <_x sm(a:)>.

x cos(x)
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23. Homogene lineare Systeme mit
konstanten Koeffizienten

In diesem Paragraphen sei A € R™*" eine konstante Matrix.
Wir betrachten das homogene System

y' = Ay (H)
Ohne Beweise geben wir ein ,Kochrezept” an, wie man zu einem Fundamentalsystem von (H)
kommt.
Vorbereitungen:

(1) Es sei stets p(A\) := det(A — A\I) das charakteristische Polynom von A (I = Einheits-
matrix).
Sei \g € C ein Eigenwert (EW) von A, dann ist p()\g) = 0. Die Koeffizienten von p sind
reell, also ist p(Ag) = 0 und damit Ag ein Eigenwert von A.

(2) Fiir Ao € C gilt:
Kern(A — M\gI) C Kern((A — X\oI)?) € Kern((A — X\oI)?) C ...

Kochrezept:

(1) Bestimme die verschiedenen Eigenwerte A1, ..., A.(r < n) von A und deren algebraische
Vielfachheiten kq, ..., k., also:

P(Y) = (~1)" (A =AM (A = X)f2 o (A= A

Ordne diese Eigenwerte wie folgt an: A\1,..., Ay € R, Ag1,..., A € C\ R.
Aus der Liste Ay, .., Ay entferne jedes A; mit Im(\;) < 0. Es bleibt:

M :={\,...; A U{}Nj :m+1<j <rIm()\;) >0}
(2) Zu A\; € M bestimme eine Basis von V; := Kern((A — A\;1)*) wie folgt: Bestimme eine
Basis von Kern(A — \;1I), ergiinze diese Basis zu einer Basis von Kern((4 — A;1)?), usw.

(3) Sei Aj € M und v ein Basisvektor von V.

2 kj—1
y(@) = eNT(v + %(A — N+ %(A —NDPo hm — DRy
. . ‘7 - .
Oder kiirzer:
k-1
T T %
yla) = 7 | 3D T (A= NI o
i=0
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23. Homogene lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten

Fall 1: ), € R.
Dann ist y(z) € R” Yz € R und y ist eine Losung von (H).
Fall 2: \; € C\ R.

Zerlege y komponentenweise in Real- und Imaginérteil:

y(@) =y (@) +iy? (2)
mit ¢y (z),y® (z) € R". Dann sind y»), y? linear unabhiingige Lésungen von (H).

(4) Fiihrt man (3) fiir jedes A\; € M und jeden Basisvektor von V; durch, so erhilt man ein
Fundamentalsystem von (H).

Definition
[...] bezeichne die lineare Hiille.

Beispiele:
(1) Bestimme ein Fundamentalsystem der Gleichung:

y = Ay (*)

a7 7)

p(A) = det(A — AI) = (A — (1 +2i)) (A — (1 — 2i))

mit
Es gilt:

M=1+4+2 Ao=1-—24
k=1 ko =1

Also ist M := {\1}. Aus Kern(A — \I) = [<2Z>] folgt:

1
y(z) = e(1H2)® (21z>
= e"(cos(2x) + isin(2z)) (211)
- () e (5)
Sei also:

e () e ()

cos(2x)

Dann ist 31,y ein Fundamentalsystem von (x).

(2) Bestimme ein Fundamentalsystem der Gleichung:

y' = Ay (%)
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23. Homogene lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten

mit
0 1 -1
A=1-2 3 -1
-1 1 1
Es gilt:
p(A) =det(A = M) = —(A = 2)(A — 1)?
Also ist M := {A1, A2 }.
0
A1 =2: Aus Kern(A —21) = | [ 1| | folgt:
1
0
y(l)(x) =e? |1
1
1 1 0
A2 = 1: Aus Kern(A— 1) = 1 C 1|,[{0]]| =Kern((A - I)?) folgt:
0 1
1 0 0 —x
yP():=e" |1 0 z(A-=1)|0 =e" | —x
0 1 1 1

yM 42 4B st ein Fundamentalsystem von ().

Sei A wie in Beispiel (2). Lose das

Die allgemeine Losung von 3’ = Ay lautet:

0 1 —x
y(x) = c1e® (1) + coe” (1) + cze” (l') c1,c2,c3 €R
1 0 1

Es gilt:
1 ' 0 1 0 ca
0]l =y(0)=c1 |1 ] 4+ca|[l]+e|0]|=|c+e
1 1 0 1 c1+c3
:>61:—1 62:1 03:2
Losung des AWPs
0 1 -z
ylx)=—e*® 1] +e* [ 1| +2° | -2
1 0 1

90



23. Homogene lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten

(4) Bestimme die allgemeine Losung von

e$
y/ = Ay + <e$>
1 0
A (0 1)

Bestimme dazu zunichst die allgemeine Losung von ' = Ay. Es gilt:

Mit

p(A\) = det(A — AI) = (1 — A)(1+ )

A=1 Ay =—1
ki=1 ko =1

Da Kern(d — 1) = | ()| wnd Kern(a+ 1) = | (1) ] e i

s =e (o) 2w == (1)

ein Fundamentalsystem von 3/ = Ay.

Sei nun Y (z) := (eo 9,;)

e
Dann ist

eine spezielle Losung von ().

Die allgemeine Losung von (x) lautet also:

1 . (0 x
y(x) = cre” (0> 4+ coe™® <1) + (f;) c1,c0 €R
2
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24. Lineare Differentialgleichungen n-ter
Ordnung

In diesem Paragraphen sei n € N, I C R ein Intervall und aog,...,a,—-1,b : I — R stetig. Fir
y € C™(I,R) setze Ly := y™ + ap_1(2)y™ Y 4 --- + ap(x)y. Die Differenzialgleichung
Ly=15b (D)
heifst eine lineare Dgl n-ter Ordnung. Sie heifit homogen, falls b = 0, anderenfalls inho-
mogen.
Setze bo(x) := (0,...,0,b(x))T (€ R") und
0 1 0 - 0
0 ee. ... 0 1
—ap(z) ... ... ... —ap-1(z)
Damit erhalten wir das System:
7' = A(z)z + bo() (S)
Satz 24.1 (LGésungen)
(1) Ist y : I — R eine Losung von (D) auf I, so ist z := (y,%/,...,3" 1) eine Losung von
(S) auf I.
(2) Ist z :=(z1,...,2y) eine Losung von (S) auf I, so ist y := z; eine Losung von (D) auf
1.
Beweis
Nachrechnen! =

Wir betrachten auch noch die zu (D) gehérende homogene Gleichung
Ly =0 (H)
Sind yg,...,¥Yn—1 € Rund x¢ € I, so heifst
Ly=5b
{y(ywo) =40,y D (20) = Y (&)
ein Anfangswertproblem (AwP).

Die folgenden Satze 24.2 und 24.3 folgen aus 24.1 und den Sétzen aus §21.
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24. Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung

Satz 24.2 (Loésungsmenge als Vektorraum)
(1) Das AwP (A) hat auf I genau eine Losung.

(2) (D) hat Losungen auf I.

(3) Sei ys eine spezielle Losung von (D) auf I. Fiir y : I — R gilt:
y ist eine Lsg von (D) auf I, genau dann wenn eine Losung yp, von (H) existiert:

Y="Yn+Ys
(4) Ist J C I ein Intervall, § : J — R eine Lsg von (D) auf J, so existiert eine Lsg
y: I — Rmit g=uyl;.

(5) Sei L die Menge aller Losungen von (H) auf . Dann ist L ein reeller Vektorraum und
dimLL = n.
Fiir y1, ...,y € L sind dquivalent:

(i) y1,--.,yk sind linear unabhéngig in L.

(i) Fiir alle z € I sind die Vektoren (y; (), y;(z), . .. ,yj(.n_l)(:c))(j =1,...,k) linear
unabhéingig im R™.

(ili) Es existiert ein £ € I sodass die Vektoren (y;(§),. .. ,yj(n_l)(f))(j =1,...,k)
linear unabhéngig sind im R"™.

Definition
Seien y1,...,y, € L.

yi(z) o (o)
W(z) := det : :
-1 -1
W@ @)
heifst Wronskideterminante. Sind y1,...,y, linear unabhéngig in IL, so heifst y1,...,y, ein

Fundamentalsystem (FS) von (H). I.d. Fall lautet die allgemeine Losung von (H):
y=cy1+- - +cpyn (c1,...,cn €R)

Aus 24.2 folgt fir y1,...,y, € Lt
Y1, ..., Yn € L ist genau dann ein FS von (H), wenn gilt:

Veel W(x)#0 < Eecl:W(E) #0

Satz 24.3 (Spezielle Losung)
Sei y1, ...,y ein FS von (H) und W wie oben. Fiir k = 1,...,n sei Wy(x) die Determinante
die entsteht, wenn man die k-te Spalte von W (z) ersetzt durch (0,...,0,b(z))T. Setze

ys(x) := i (yk(w) : / I;V[/k((;)) dx)
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24. Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung

Dann ist ys eine spezielle Losung von (D).

Beispiel (Spezialfall n = 2)
Die homogene Gleichung hat die Form

y" + ar(x)y’ + ao(x)y =0 (H)

Sei y; eine Lsg von (H) mit y; # OVz € I. Sei z # eine Lsg von
/

Y (al(w) + 211(%)) s soist

=i 0

eine weitere Lisg von (H) und vy, y2 ist ein F'S von (H).

Beweis
Nachrechnen: ys ist Lsg von (H).

Aus yhy =y - [ 2(z) dz + y12(z) folgt:

z) = de yi1(x) yi(x) - [ 2(z) dz
W =det (B0 M )

=1y /z(x) dz + y%z(x) — 1Y) /z(:r) dx

= yiz(z)
Da z # 0 ist, existiert ein £ € I mit z(§) # 0, also W(&) # 0. D.h. y1, 32 sind linear unabhéngig
in L. n
Beispiele:

(1) Bestimme die allg. Losung der Gleichung (mit I = (1,00))

2z, 2
1-2Y 12

y" + 5y =0 (*)

Offensichtlich ist y;(x) = x eine Lsg von (x) auf I. Die Gleichung erster Ornung lautet:

S = 2z + 2 s = 2 2 (xx)
B 1—22 )7 z(22-1)

Es ist f dx = log(1 — ?12)’ daraus ergibt sich die allgemeine Losung von (xx):

1
z(z) = celos1=32) — c(l— ﬁ) (c e R)

Sei also:

1
ya(x) := yl(:v)-/lxz, dz =1+ 2°
Damit ist y1, y2 ein Fundamentalsystem von (%) und die allgemeine Losung lautet:

y(x) =1z + co(1 + xz) (c1,c2 € R)
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24. Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung

(2) Bestimme die allg. Losung der Gleichung

2z, 2

/i
Vi 2Y 1o

_ .2
ny =x"—1
Die allg. Losung der homogenen Gleichung lautet

y(z) = c1x + (1 + 22)

Es ist also y1(2) = z und yo(x) = 1 + 22. Damit gilt:

2
Wi(2) = det <x20_ L ) - (1) - 1)
Wa(x) = det (T $20_ 1> =2 -z
Es folgt:
Wile) _ | 2 Wa(z) _

Daraus ergibt sich nun eine spezielle Losung von (+):

ys(r) = y1 () - /(—1 — %) do + ya(2) - /x do = éx“ - %xZ

Die allgemeine Losung von (+) lautet:

1 1
y(r) = 1z + co(1 + 332) + 6m4 - §:L“2 (c1,c0 €R)

(3) Lose das

Anp VT 2oy — oy =27 —1
y(0) =0,y'(0) =1

Die allgemeine Losung der Dgl lautet:

1 1
y(x) =crx + c2(1 + x2) + 63:4 — 5:102 (c1,c0 €R)

Also ist:

2
Y (z) =1 + 20w + §x3 —x

Aufserdem gilt:

! |

0=1y(0) =co 1=4(0)=c

Daraus folgt fiir die Losung des AwPs:
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25. Lineare Differentialgleichungen n-ter
Ordnung mit konstanten Koeffizienten

In diesem Paragraphen sei n € Nyag,...,an,—1 € R, I C R ein Intervall und b : I — R stetig.
Wir betrachten zunéchst die homogene Gleichung
™ 4+ a1y £ f oy =0 (H)
und geben ohne Beweis ein ,Kochrezept” an, wie man zu einem FS von (H) kommt.
PN = A"+ a, N a A+ a

heifst das charakteristische Polynom von (H).

Ubung:
Ist

0 1 0 0

A= 0
0 0 1
_0/0 ... ... DY _a/n—l
so ist det(Al — A) = p(N).
Kochrezept:
(1) Bestimme die verschiedenen Nullstellen A, ..., A.(r < n) von p und deren Vielfachheiten
ki,..., k., also:

PO) = (A= M) (A= A
Es seien Aq,..., A € Rund Appg1,..., A € C\ R
M:={M,... ;) Am JU{XNj |m+1<j<rIm) >0}

(2) Sei /\j € M.
Fall 1: \; € R
Dann sind

A

T Az
et xett L.

ki—1_\jx

T e

k; linear unabhéngige Losungen von (H).
Fall 2: \j; e C\ R, etwa \j = a+if (o, € R, 3> 0)
Dann sind

e cos(fBx), £e™ cos(Bx), . .., " Le cos(Bx)

e sin(fz), e sin(Bz), . .., 2 1e sin(fz)

2k; linear unabhéngige Losungen von (H).
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25. Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung mit konstanten Koeflizienten

Fiithrt man (2) fiir jedes A; € M durch, so erhélt man ein FS von (H).

Beispiele:

(1)

Bestimme die allg. Losung der Gleichung

y© —6y® + 9y =0 ()
Es gilt:
p(A) = A6 —62% +9A* = M(A\2 —6) +9) = A () — 3)?

Sel also:

)\1 =0 )\2 —

kpi=4 kg :=2
Ein FS von (%) lautet: 1, 2,22, 23, e3¥, ze3*. Das bedeutet fiir die allgemeine Lésung von
(*):

3x

y(z) = c1+ caw + 32 + cax® + 537 + coxe (c1,...,c6 €R)

Bestimme die allgemeine Losung der Gleichung:

y" =2y +y —2y=0 (%)
Es gilt:
pA) =X =222 4 A —2=N+1)(A—-2)= A =2)(A+i)(\ —1)
Sei also:
Ap =2 Ay 1= A3 1= —i
k=1 ko =1 ks :=1

Dann ist M := {2,i} und ein FS von (%) lautet: ¢**, cos(x),sin(x). Das bedeutet fiir die
allgemeine Losung von (x):

y(z) = c1e** + co cos(x) + cgsin(x)  (c1,c2,¢3 € R)

Lose das

y(0) = 0,4'(0) = 1,4"(0) = 0

Die allgemeine Losung der Dgl lautet:

///_2// /_2 :0
AWP{y Yy +y Y

y(x) = c1e*® + ¢y cos(z) + c3sin(x)
Es ist:
' (z) = 2c1e** — cysin(x) + c3 cos(x)
y"(z) = 4c1e®® — ¢y cos(x) — c3sin(x)

Auferdem gilt:

! L !
0=y(0)=c1+c 1=4(0) =2c; +c3 0=4c1 —cy
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25. Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung mit konstanten Koeflizienten

Daraus folgt:
Cc1 = 0 Cy = 0 C3 = 1
Also lautet die Losung des AwPs:

y(x) = sin(x)

Wir betrachten auch noch die inhomogene Gleichung
y™ 4+ a, 1™ Y 4 agy = b(x) (IH)

Definition
p € C heifit eine nullfache Nullstelle von p, genau dann wenn p(u) # 0 ist.

Regel (ohne Beweis):
Seien «, 8 € R,m,q € Ng und b von der Form:

b(x) = (b + bix + - -+ + bypx™)e* cos(Bz) , oder
b(z) = (bo + b1z + -+ + bypx™)e* sin(Br)

Ist o + (i eine g-fache Nullstelle von p, so gibt es eine spezielle Losung ys von (IH) der Form:
ys(x) = 2% [(Ao + A1z + - - + Apa™) cos(Bx) + (Bo + Biz + - - - + Bpz™) sin(fx)]

Beispiel
Bestimme die allgemeine Losung der Gleichung

y"' =y =z +1 ()
(1) Bestimme die allgemeine Losung der homogenen Gleichung
y"' -y =0 ()

Es gilt:
pPA) =X A=A =-1) = XA+1)(A-1)

Also ist ein FS von (xx): 1,e*,e~*. Damit lautet die allgemeine Losung der homogenen
Gleichung;:
yn(z) = c1 + c2e” + cze” ™ (c1,c2,c3 € R)

(2) Bestimme eine allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung ().
Esist m=1,a==0,q=1. Ansatz:

= (Ao + Ajz) = Aoz + A1x2

Mit Einsetzen in (x) folgt:
0—(A1+2412) =z +1
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25. Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung mit konstanten Koeflizienten

Also ist:
1
D.h. eine spezielle Losung von (IH) lautet:
1
ys(z) = —x — 5332
Damit lautet die allgemeine Losung von (IH):
T - 1 2
y(r) =c1 4+ coe” +c3e” —x — 5% (c1,c2,c3 € R)
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